Algoritmos

Pedro Hokama

Caminhos mais Curtos de Unica Fonte

Problema do Caminho Minimo de Unica fonte
Dado um grafo direcionado G = (V/, A) com m arcos e n
vértices, em que cada arco a € A tem um custo ¢,, € um
vértice fonte s € V. Desejamos calcular para cada vértice
v € V o valor D(v) do s — v caminho mais curto.
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@ [cIrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicio) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson, Ronald
Rivest, Ronald L. Rivest e Clifford Stein.

o [timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Apresentacdo Baseada:

@ Stanford Algorithms
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1list=PLXFMml1k03Dt5EMI2s2WQBsLsZ17A5HEK6

*) Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J. de Rezende
o Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina MO420

Qualquer erro & de minha responsabilidade.
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@ No exemplo acima, D(c) = 6.
@ Ja vimos um algoritmo para esse problema quando os
pesos sao nao negativos.
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

Algoritmo de Dijkstra

Algoritmo de Dijkstra
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Algoritmo de Dijkstra

Manter um conjunto X com os vértices ja processados.
Considerar arcos com inicio em X e final em V \ X
Escolher o arco (u, v) que minimiza D(u) + ¢(,,), ou
seja, 0 arco que minimiza o caminho para um vértice de
VX

Note que ndo existe caminho menor para v.

e Computa D(v) e inclui v em X.

@ Repita até que todos os vértices estejam em X, ou n3o

tenha nenhum arco.
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O Algoritmo de Dijkstra executa em tempo O(mlog n).

O Dijkstra s6 funciona corretamente se os comprimentos
forem positivos, ou seja, ¢, > 0,Va € A.

Quando os custos podem ser negativos precisamos de
outro algoritmo.

Os custos podem ser negativos por exemplo, se ao
atravessamos um arco eu receba algo por essa viagem.
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@ Ou ainda se o grafo pode tratar de decisdes financeiras e Ciclos Nega‘uvos

um arco significar a venda de uma acio. @ Como definir caminhos mais curtos quando G tem um
@ Além disso mesmo com custos positivos o Dijsktra ndo é ciclo de custo negativo.

bem distribuido (no sentido de paralelizavel, o que é 3

relevante para protocolos de internet) @—

e Opcdo: o Algoritmo de Bellman-Ford (que apesar de

mais antigo que a ARPAnet forma a base para os —4 —
protocolos de roteamento de internet modernos 3
(possivelmente com muitos detalhes de implementagdo)) @ @ 1 @
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@ Se ciclos sdao permitidos entdo o problema Fncontrando uma subestrutura 6tima

simplesmente ndo tem solucao. Vocé pode ficar
ciclando indefinidamente obtendo ciclos com custo cada
vez mais baixo.

@ Note que como ndo existem ciclos negativos, qualquer
caminho mais curto entre a fonte e qualquer outro

vértice passa por no maximo n — 1 arcos.
@ Se ciclos sdo proibidos, ndo é conhecido nenhum

algoritmo eficiente para encontrar o caminho mais
curto.

@ Ao contrario dos Grafo Caminhos, n3o é 6bvio que
podemos remover algum vértice para formar um

problema menor.

@ Por hora vamos considerar que o grafo ndo tem ciclos @ e ao contrario do problema da mochila n3o é obvio dizer

que podemos ordenar os vértices, ja que um vértice |

pode ser necessario para o caminho até o vértice i — 1.
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negativos, e depois veremos que o algoritmo de
Bellman-Ford na verdade é capaz de detectar tais ciclos.



Subestrutura étima

@ A ideia entdo sera restringir o nimero de arcos que
podem ser usados em um caminho.

@ Seja G = (V, A) um grafo direcionado com custo ¢, nos
arcos e um veértice fonte s. [podem conter ciclos
negativos]
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Subestrutura 6tima | |
Quantos subproblemas candidatos eu preciso olhar para

o Paratodove V,ie€{l,2,...} seja Pomenors—v decidir qual o menor caminho para chegar em v usando i
caminho com no maximo i arcos. [pode conter ciclos] arcos? (suponha que eu ja calculei os subproblemas

@ Caso 1: se P tem < (i — 1) arcos, ent3o ele ja € um menores)
caminho mais curto com < (i — 1) arcos. (ent3o ja é o °

uma solucdo para um subproblema menor, isso é analogo
-0 P P & O 1+ grau de entrada de v

Q@ n-—-1
QO n

a ndo pegar um item na mochila)
@ Caso 2: se P tem i arcos, seja o ultimo arco (w, v),
entdo P’ € 0 s — w caminho mais curto com < (i — 1)

arcos.
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Recorréncia

@ Seja L;, o custo do menor caminho de s & v que usa no
MAaximo / arcos. +00 se nao existe.

@ Paratodove Veie{l,2,3,...,n—1}

L(ﬂ—l%v

' L i—1).w + wv
it L+ ond

Li, = min
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Algoritmo Bellman-Ford

W N -

(S, B

e Considerando que ndo temos ciclos negativos, o0s
caminhos tem no maximo n — 1 arcos.

@ Vamos preencher um vetor bidimensional A, em que
Ali, v] vai ser o custo do menor caminho de s até v
usando no maximo v arestas.
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Algoritmo 1: Bellman-Ford(G, s)

Entrada: Um conjunto Grafo, e um vértice fonte s
Saida: O valor do menor caminho de s para todos os outros vértices
A[0,s] = 0; A[0, v] = o0 para todo v # s;
parai=1,2,....,n—1 faca
para todo v € V faca
Ali,v] = min{A[i — 1, v]; mir;eA{A[i —1L,w]+ cw};

(w,
devolva A[n — 1, %];
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Algoritmo Bellman-Ford

@ O tempo de execucdo do Bellman-Ford é O(mn)

@ Vocé pode parar o algoritmo se em uma iteracdo a
distdncia para nenhum vértice mudar.

e Podemos detectar ciclos negativos rodando uma iteracio
a mais i = n, se encontrarmos algum caminho mais curto
significa que existe um ciclo de custo negativo.
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Caminhos Minimos

@ Vimos dois algoritmos para encontrar o caminho mais
curto entre um determinado vértice fonte s e todos os
outros vértices.

@ Dijkstra e Bellman-Ford.

@ Mas com frequéncia estaremos interessados em encontrar
o caminho minimo entre quaisquer dois vértices.
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Algoritmo Bellman-Ford

@ Podemos reconstruir os caminhos (ou identificar o ciclo
negativo) analisando a tabela.

@ Se s6 estivermos interessados no valor da solucdo 6tima,
podemos economizar espaco de armazenamento.

@ Também podemos guardar um vetor P[n| de
predecessores de cada vértice.
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Caminhos Minimos

Caminho Minimo entre Todos os Pares de

Veértices

Dado um grafo direcionado G = (V, A), com n vértices e
m arcos, em que cada arco a € A tem um custo ¢, (pode
ser negativo). Desejamos encontrar o custo minimo para ir
de v a v para todos os pares u, v € V ou detectar se

houver um ciclo de custo negativo.
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de
Veértices

@ Podemos resolver esse problema, chamando o algoritmo
de Caminho Minimo de Unica fonte algumas vezes.
Quantas execucdes seriam necessarias’

Q1
QO n-1
Q n
Q
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de
Veértices

@ De fato n3o sabemos se algum algoritmo pode ser mais
rapido que O(n?), uma vez que precisa ser calculado
para todos os pares, e podemos imaginar que um
trabalho linear por par seria necessario. (Mas lembre do
algoritmo de Strassen para multiplicacdo de matrizes que
era subcabico).
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de
Veértices

@ Se o grafo n3o tem tem custos negativos, poderiamos
usar o Algoritmo de Dijkstra, e obter uma complexidade

de

O(n?log n) em grafos esparcos

O(nmlog n) {

O(n®log n) em grafos densos
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de
Veértices

@ Mas se o grafo tem tem custos negativos, poderiamos
usar o Bellman-Ford (executado n vezes):

O(rm) {O(n3) em grafos esparcos

O(n*) em grafos densos
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@ Parece ser uma complexidade muito grande. De fato o
algoritmo de Floyd-Warshall que veremos executa em
O(n®) independente do nimero de arcos, e funciona
mesmo com 0s custos negativos.

e Portante é pelo menos tdo bom quanto n execucdes do
Bellman-Ford. Muito melhor para grafos densos.

e Para grafos sem custos negativos, executar o Dijkstra n
vezes ainda &€ melhor, mas para grafos densos ambos s3o
competitivos.

ldeias - Subestrutura Otima

@ Como vimos no Bellman-Ford, encontrar qual
subproblema pode ser resolvido ndo é t3o simples.
Acabamos por perceber que o subproblema estava no
namero de arcos que poderiamos utilizar.

e Idéia: Vamos limitar o nimero de vértices que vamos
usar. E também limitar quais vértices podemos usar.

@ Considere uma ordenacdo arbitraria de
V =1,2,3,...,n esejao prefixo VK = {1,... k}.
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de
Veértices

@ Esse problema pode aparecer por exemplo se queremos
saber se uma relagdo tem um fechamento transitivo (se
existe um caminho orientado entre qualquer par de
vértices).

@ Assim como o Bellman-Ford, adaptacdes do
Floyd-Warshall podem resolver varios problemas préaticos.
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@ Suponha que G n3o tem ciclos negativos. Fixado uma
origem i € V, e um destino j € Ve k€ {1,2,...,n}.
Seja P o caminho de custo minimo (portanto sem ciclos)
entre / e j com todos 0s nés internos em V),

@ Por exemplo, seja i =17, j=10e k = 5.
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e Considere que k = n.

@ Caso 1: Se k ndo esta em P, entdo P é um caminho de

custo minimo com todos os vértices internos em V/(k—1).

@ Caso 2: Se k estd em P entdo podemos dividir P em
dois pedacos.

(H— 5 —®— 5 —@®

@ P; é o caminho de custo minimo entre / e k com todos
os nés internos em V(=1 ¢ P, & o caminho de custo

minimo entre k e j com todos os nés internos em V(~1)
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/@\ k=0 destino
A 1 2 3
e 1
@/‘\ 7—2 50 2
) © 3
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@ Seja S um vetor tridimensional indexado em i, j e k.

@ S[i,J, k] vai representar o custo do caminho minimo
entre / e j em que todos os nés internos estdo em

{1,2,...,k} (ou 400 se tal caminho n3o existir)
e Qual deve ser S[i,j,0] se (I) i =, (I1) (i,j) € A, (lll)
i e (i) & A
Q@ 00 e+
Q 0 gegj
° 0, Cj € +00
Q +oo, ¢gje+o

k=20 destino k=1 destino
1 2 3 1 2 3
c 110 7 5 e 1
o 2 2] 0 | oo &0 2
© 3|0 |-1]0 © 3
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e 1
& 2
© 3
k=3
e 1
& 2
© 3

destino
1 2 3
0 7 5
21 01| 3
oo | -1 1] 0
destino
1 2 3
0 4 5
21 01| 3
31110

k=2 destino
1 2 3

e 1

.

© 3
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N =

[= B &, B R FN]

~

k=2 destino k=3 destino
1 2 3 1 2 3
= 10715 = 1
o 2/ 2]0 3 & 2
© 3/-31-1]0 © 3
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Algoritmo 2: Floyd-Warshall(G)

Entrada: Um grafo caminho G
Saida: Os custos dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices
para todo i € V faca

para todo j € V faca

Osei=j
S[i,j,0] =4 cjse(i,j)eA

+oosei#je(i,j)¢ A
para k € {1,...,n} faca
para todo i € V faca
para todo j € V faca
. S k—1]
Sli,j, k] =
[i-j, k] = min {5[,', K,k —1]+ S[k.j,k — 1]
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Corretude: Pela subestrutura 6tima e inducio
Complexidade: O(1) por subproblema, total de O(n?).
E se o grafo tiver um ciclo de custo negativo?

Nesse caso, no final do algoritmo vocé tera um
S[i,i,n] < 0 para pelo menos um i € V

@ E se precisamos reconstruir o caminho entre i e j?

@ Nesse caso podemos guardar um vetor bidimensional
auxiar TTi, ] que vai guardar o vértice interno com o
indice mais alto no caminho de i até ;.
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@ Podemos s6 somar um valor em todas as arestas para
tornar todos os custos positivos? Nio! Suponha no grafo
abaixo que somamos 2 em todas os arcos, perceba que o
menor caminha muda. S6 funcionaria se todos os
caminhos tivessem o mesmo numero de arestas.

-
3
@ Nem tudo esta perdido, podemos sim usar um

rebalanceamento para se livrar dos pesos negativos.
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Algoritmo de Johnson

@ Relembrando que podemos resolver o problema com n
chamadas ao algoritmo de caminhos minimos de Gnica
fonte:

» Custos ndo negativos: O(mnlog n) com o Dijkstra
» Caso geral: O(mn?) com o Bellman-Ford

@ Mas eu ainda quero usar o Dijkstra mesmo com pesos

negativos. Sera possivel?
e O algoritmo de Johnson:
» Faz 1 chamada ao Bellman-Ford
» Faz n chamadas ao Dijkstra

e Portanto O(mn) + O(nmlog n) = O(nmlog n)
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@ Seja G = (V, A) um grafo direcionado com custos ¢, nos
arcos, podendo ser negativos. Fixe um namero real p,
para cada vértice v € V.

e Para cada arco a = (u,v) de A, faga ¢, = ¢, + p, — pv

@—2—®
= —4 Py = —

Pu 3
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@ Se 0o s — t caminho P tem custo L com os custos @ Note que dessa forma qualquer caminho foi alterado

originais, qual € o custo L' de P com os custos exatamente pelo mesmo custo.
modificados’? @ Dessa forma os caminhos minimos foram preservados
. Z , (obviamente n3o o seu custo, mas é facil de obté-lo)
= c
oL = ? @ E se encontramos valores p, de forma que todos os arcos
=]
fiquem com custos n3o-negativos?
QO L+ps+ P = E Ca+ Pu— Pv | & _ . _
@ Como encontrar esses valores? Alias, sera que tais
@ Lip P o—(un)ep ontrar e
valores existem?
[ — P - : :
o Ps Tt Ft = E G| +ps— pr =L+ ps— p: @ Se o grafo n3o tiver ciclos negativos, SIM, esses valores
acP existem!
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@ A ideia consiste em executar um

@2— —2 —)@ algoritmo para o problema do caminho

4 —1 minimo de Gnica fonte.

EE‘E @ Um problema: E preciso alcancar todos
os vértices, no grafo ao lado qualquer

2 -3 vértice que vocé escolher para ser sua
()EE Z:y) fonte ndo vai alcancar todos os outros.
1 —4 @ Truque, inserir um novo vértice ficticio
@ que se liga a todos os outros por um

arco de custo 0.
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@ Note que adicionar s e 0s novos arcos ndo cria nenhum
novo caminho para qualquer u,v € V.

@ como existem arcos com custo negativo, nos resta
executar o Bellman-Ford (o que também detecta ciclos
negativos)

o Esse sdo exatamente os valores que procuramos. p, é o
custo do s — t caminho minimo.
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Algoritmo 3: Johnson(G)

Entrada: Um grafo caminho G

Saida: Os custos dos caminhos minimos entre todos os pares de
vértices

Formar G', adicionando & G um vértice s extra e um novo arco (s, v)

para todo v € V com custo 0;

Executar o Bellman-Ford em G’ com fonte s (se detectar ciclo

negativo, terminar);

3 para v € V faca p, = custo do s — t caminho minimo em G':

4 para (u,v) € Afaca ¢, = ¢y + pu — pv;

5 para v € V faca Executar o Dijkstra em G com fonte em v e os

custos {c.}, obtendo os custos d'(u, v);

6 para cada paru,v € V faca d(u,v) = d'(u,v) — p, + py;

7 devolva d;
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| @ Podemos ent3o para cada arco
0 —}@
) a = (u, v) calcular o novo custo
0

L Co = Ca+ Pu— Py
ﬁi @ Agora todos os custos ficaram n3o
0 0 negativos # (pelo menos para esse

@{ ! f}@ exemplo)
— —6

@ Agora ndo precisamos mais usar o
Bellman-Ford e podemos usar o

0,
\@/ Dijkstral
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Tempo de execuc3o:
O(n) + O(mn) + O(m) 4+ O(nmlog n) + O(n?) =
O(mnlog n)
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@ Corretude: Como os caminhos de custo minimo sdo
preservados, se ndo houver custos negativos as execucdes
do Dijkstra os encontram corretamente, logo o algoritmo
de Jonhson funciona.

@ Resta demonstrar que de fato os custos {c.} sdo ndo
negativos.
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e Considere um arco (u, v), por constru¢do p, é custo do
caminho minimo P de s a u, e p, do caminho de s a v.

O 0w

@ Como P + (u,v) & um possivel caminho para v,
certamente o caminho de custo minimo tem um valor

menor ou igual a esse. Ou seja

pvgpu"‘cuv
OSPU+CUV_pV

!/
Cuv = pu + Cuv

—PVZO
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