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Caminhos mais Curtos de Unica Fonte

Problema do Caminho Minimo de Unica fonte

Dado um grafo direcionado G = (V/, A) com m arcos e n vértices,

em que cada arco a € A tem um custo c;, e um vértice fonte o O Algoritmo de Dijkstra executa em tempo O(m log n).

s € V. Desejamos calcular para cada vértice v € V o valor D(v) @ O Dijkstra s6 funciona corretamente se os comprimentos forem
do s — v caminho mais curto. positivos, ou seja, ¢c; > 0,Va € A.
@ Quando os custos podem ser negativos precisamos de outro
algoritmo.
1
2 3
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

Encontrando uma subestrutura 4tima

@ Note que como n3o existem ciclos negativos, qualquer caminho
mais curto entre a fonte e qualquer outro vértice passa por no
maximo n — 1 arcos.
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@ Qual o caminho minimo de s — v com no maximo k arcos?

@ Seja A[i, v] o custo do caminho minimo se s até v com no
maximo k arcos:

e Al0,s] =0, Al0,v] = +oose v #s:
Ali —1,v]

. Al — 1 -
W:(rv?,l\P)EA{ [I ’ W] te }

Ali, v] = min

6/44

Algoritmo 1: Bellman-Ford(G, s)

Entrada: Um conjunto Grafo, e um vértice fonte s
Saida: O valor do menor caminho de s para todos os outros vértices
1 A[0,s] = 0; A[0, v] = o0 para todo v # s;
2 parai=12 ... n—1faca
3 para todo v € V faca
Ali,v] = min{A[i — 1, v]; (m
w:

s

4
5 devolva A[n — 1,x%];

[ A'fla wv S
in Al =1 + )
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Algoritmo Bellman-Ford Caminhos Minimos

° m X 3 Bellman-Ford é mn . ) ) : )
O tempo de execucdo do Bellman-Ford & O(mn) @ Vimos dois algoritmos para encontrar o caminho mais curto entre

@ Vocé pode parar o algoritmo se em uma iteracdo a distancia para um determinado vértice fonte s e todos os outros vértices.

nenhum vertice mudar. @ Dijkstra e Bellman-Ford.

@ Podemos detectar ciclos negativos rodando uma iteracio a mais
i = n, se encontrarmos algum caminho mais curto significa que
existe um ciclo de custo negativo.

@ Mas com frequéncia estaremos interessados em encontrar o
caminho minimo entre quaisquer dois vértices.
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Caminhos Minimos Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vértices

@ Podemos resolver esse problema, chamando o algoritmo de

Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vertices Caminho Minimo de Unica fonte algumas vezes. Quantas

Dado um grafo direcionado G = (V, A), com n vértices e m arcos, execucdes seriam necessarias’?
em que cada arco a € A tem um custo ¢, (pode ser negativo). Q1
Desejamos encontrar o custo minimo para ir de u a v para todos os QO n-1
pares u, v € V ou detectar se houver um ciclo de custo negativo. g n
n
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vértices

@ Se o grafo ndo tem tem custos negativos, poderiamos usar o
Algoritmo de Dijkstra, e obter uma complexidade de

O(n? log n) em grafos esparcos

O(n® log n) em grafos densos

O(nmlog n) {
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vértices

@ Mas se o grafo tem tem custos negativos, poderiamos usar o
Bellman-Ford (executado n vezes):

O(r2m) O(n3) em grafos esparcos
O(n*) em grafos densos
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vértices

@ De fato ndo sabemos se algum algoritmo pode ser mais rapido que
O(n®), uma vez que precisa ser calculado para todos os pares, e
podemos imaginar que um trabalho linear por par seria necessario.
(Mas lembre do algoritmo de Strassen para multiplicacdo de
matrizes que era subcabico).
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@ Parece ser uma complexidade muito grande. De fato o algoritmo
de Floyd-Warshall que veremos executa em O(n®) independente
do niimero de arcos, e funciona mesmo com os custos negativos.

@ Portante é pelo menos t30 bom quanto n execucées do
Bellman-Ford. Muito melhor para grafos densos.

o Para grafos sem custos negativos, executar o Dijkstra n vezes
ainda é melhor, mas para grafos densos ambos sdo competitivos.
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Caminho Minimo entre Todos os Pares de Vértices

o Esse problema pode aparecer por exemplo se queremos saber se
uma relagcdo tem um fechamento transitivo (se existe um caminho
orientado entre qualquer par de vértices).

@ Assim como o Bellman-Ford, adaptacées do Floyd-Warshall
podem resolver vérios problemas praticos.
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@ Suponha que G n3o tem ciclos negativos. Fixado uma origem
i€ V,eumdestinoje Veke{l2,...,n}. Seja P o caminho
de custo minimo (portanto sem ciclos) entre i/ e j com todos os
nos internos em V/(K).

@ Por exemplo, seja i =17, j =10 e k =5.
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Ideias - Subestrutura Otima

@ Como vimos no Bellman-Ford, encontrar qual subproblema pode
ser resolvido ndo é t3o simples. Acabamos por perceber que o
subproblema estava no nimero de arcos que poderiamos utilizar.

o Idéia: Vamos limitar o nimero de vértices que vamos usar. E
também limitar quais vértices podemos usar.

o Considere uma ordenac3o arbitraria de V =1,2,3,...,n, e seja o
prefixo V(K = {1,... k).
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o Considere que k = n.

@ Caso 1: Se k n3o estd em P, entdo P & um caminho de custo
minimo com todos os vértices internos em V(k=1),

@ Caso 2: Se k esta em P entdo podemos dividir P em dois pedacos.

D— —@D—  —D

Py P>

—

@ P; é o caminho de custo minimo entre i e k com todos os nds
internos em V(k=1) e P, & o0 caminho de custo minimo entre k e |
com todos os nés internos em V(k—1)
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@ Seja S um vetor tridimensional indexado em i, j e k.

e SJ[i,j, k] vai representar o custo do caminho minimo entre i e j em _
que todos os nés internos estdo em {1,2,... k} (ou +oo se tal k=0 destino
caminho n3o existir) 5 -1 1 2 3
o Qual deve ser S[i,j,0]se (I) i=j, () (i,j)) €A () i#£je E 1
(i,J) & A. - . % B 2
Q 0,0, e+ 4 o 3
o 0, C,'j e C,'j 9
Q@ 0, ¢je+oo
Q +oo, ¢je+oo
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k=0 destino k=1 destino k=1 destino k=2 destino
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
e 1 0 7 5 e 1 e 1 0 7 5 g 1
S 220 | % 2 8 2 [0 [ 3 S 2
°© 3| 0 | -1 0 °© 3 °© 3| o0 | -1 0 © 3
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k=2 destino k=3 destino
1 2 3 1 2 3
e 1 0 7 5 e 1
o 220 |3 & 2
© 3| -3 -1 0 © 3
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Algoritmo 2: Floyd-Warshall(G)

Entrada: Um grafo caminho G

Saida: Os custos dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices
1 para todo i € V faca
2 para todo j € V faca

Osei=j
S[i,j,0] =< cjse (i,j)e A

3 +oosei#je (i,j)gA
4 para k € {1,...,n} faca
5 para todo i € V faca
6 para todo j € V faca
Sli,j, k] = min {5[’,’1’ k=1l ,
7 S[i,k,k — 1]+ S[k,j, k — 1]
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k=3 destino
1 2 3 5 —1
e 1[0 45
o 220 | 3
S 3[ 3] -1 0 1 7 (2
2
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Corretude: Pela subestrutura 6tima e inducio
Complexidade: O(1) por subproblema, total de O(n®).
E se o grafo tiver um ciclo de custo negativo?
Nesse caso, no final do algoritmo vocé terda um S[i, i, n] < 0 para
pelo menos um i € V
E se precisamos reconstruir o caminho entre i e j7
Nesse caso podemos guardar um vetor bidimensional auxiar T1[i, ]
que vai guardar o vértice interno com o indice mais alto no
caminho de / até j.
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Algoritmo de Johnson

@ Relembrando que podemos resolver o problema com n chamadas

Caminho minimo dnica | Caminho minimo entre todos os ao algoritmo de caminhos minimos de Gnica fonte:
fonte pares » Custos ndo negativos: O(mnlogn) com o Dijkstra
Dijkstra O(m |0g n) O(nm |og n) » Caso geral: O(mnz) com o Bellman-Ford
Bellmond-Ford | O(mn) O(mn?) @ Mas eu ainda quero usar o Dijkstra mesmo com pesos negativos.
Floyd-Warshall Oo(n%) Sera possivel?

e O algoritmo de Johnson:
» Faz 1 chamada ao Bellman-Ford
» Faz n chamadas ao Dijkstra

e Portanto O(mn) + O(nmlogn) = O(nmlog n)
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@ Podemos sé somar um valor em todas as arestas para tornar todos

0! _ @ Seja G = (V,A) um grafo direcionado com custos ¢, nos arcos,
os custos positivos? Nio! Suponha no grafo abaixo que somamaos

podendo ser negativos. Fixe um nimero real p, para cada vértice

2 em todas os arcos, perceba que o menor caminha muda. Sé vev.
funcionaria se todos os caminhos tivessem o mesmo niimero de ,
@ Para cada arco a = (u,v) de A, faca ¢, = ¢+ py — pv
arestas.
1 /)@\ 1 © 2 }
Pu = —4 Pv = -3
3 c(’w):2+(—4)—(—3):2—4+3:1
@ Nem tudo esta perdido, podemos sim usar um rebalanceamento
: @—1—@

para se livrar dos pesos negativos.
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Considere um s — t caminho qualquer (renomeando os nés internos
como 1,2,...,n

@ C(s,1) \/i\ ¢(1,2) ‘@ ¢(2,3) )G\ >/’—1\ ¢(n,t) )@
5 t

v e b= P

Custo do caminho:
Gs1) T C12) 3y T -+ )
Novo custo do caminho:

C(s,1) TPs—P1+C12)+P1—P2+C23)tP2—P3+...+Cint)+Pn—Pt
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@ Se 0 s — t caminho P tem custo L com os custos originais, qual é
o custo L' de P com os custos modificados?
U= Z c
QL aeP
0 L+ps+'Dt - Z Ca+pu_pv
Q@ L+p,—P: a=(u,v)eP
L—ps+P
o Ps + Ft :<an>+ps_Pt:L+Ps_Pt
aeP
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Custo do caminho:
Cs1) T C12) T €23) + -+ Kyt

Novo custo do caminho:

C(s1) tPs — 1+ C(s,1) T Ps =PI+ C(s,1) T Pst
a2+ p1— p2t C2) 1 =P+ Ca2)t+
C2,3) + P2 — p3+ C23) FP2 =P5+ C2,3)F

ot oot Lot
C(n,t) T Pn — Pt Cnt) T pPa— Pt C(n,t) — Pt
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@ Note que dessa forma qualquer caminho foi alterado exatamente

pelo mesmo custo.

@ Dessa forma os caminhos minimos foram preservados (obviamente

n3o o seu custo, mas é facil de obté-lo)

@ E se encontramos valores p, de forma que todos os arcos fiquem

com custos ndo-negativos?

@ Como encontrar esses valores? Alias, serd que tais valores

existem? ©

@ Se o grafo n3o tiver ciclos negativos, SIM, esses valores existem!
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5 _,/Q,>
o A ideia consiste em executar um algoritmo

4 -1 para o problema do caminho minimo de anica
fonte.

o

@ Um problema: E preciso alcancar todos os
vértices, no grafo ao lado qualquer vértice que
vocé escolher para ser sua fonte ndo vai

2 -3
G:i b alcancar todos os outros.
Truque, inserir um novo vértice ficticio que se
liga a todos os outros por um arco de custo 0.
1 —4
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. O 72
° Note. c}:ue ad|C|onaIr s eo0s novo‘i arcos n3o cria nenhum novo 1 0 o Podemos entdo para cada arco a = (u, v)
caminho para qualquer u,v € V. calcular o novo custo
@ como existem arcos com custo negativo, nos resta executar o -3 ch=ca4 pu—py
Bellman-Ford (o que também detecta ciclos negativos) o Agora todos os custos ficaram no negativos
@ Esse sdo exatamente os valores que procuramos. p, é o custo do % (pelo menos para esse exemplo)
s — t caminho minimo.
@ Agora ndo precisamos mais usar o
Bellman-Ford e podemos usar o Dijkstra!
\\t?j//
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Algoritmo 3: Johnson(G)

Entrada: Um grafo caminho G

Saida: Os custos dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices
Formar G’, adicionando & G um vértice s extra e um novo arco (s, v)
para todo v € V com custo 0;

Executar o Bellman-Ford em G’ com fonte s (se detectar ciclo negativo,
terminar);

para v € V faga p, = custo do s — t caminho minimo em G’;

para (u,v) € Afaca ¢, = cy + pu — pv;

para v € V faca Executar o Dijkstra em G com fonte em v e os custos
{c.}, obtendo os custos d’'(u, v);

para cada par u,v € V faca d(u,v) = d'(u,v) — p, + pv;

devolva d;
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@ Corretude: Como os caminhos de custo minimo s3o preservados,
se n3o houver custos negativos as execucdes do Dijkstra os
encontram corretamente, logo o algoritmo de Jonhson funciona.

@ Resta demonstrar que de fato os custos {c,} sdo ndo negativos.
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Tempo de execuc3o:
O(n) + O(mn) + O(m) + O(nmlog n) + O(n?)
O(mnlog n)

o Considere um arco (u, v), por constru¢do p, € custo do caminho
minimo P de s a u, e p, do caminho de s a v.

(sr— P —u)— cw (V)

e Como P + (u,v) é um possivel caminho para v, certamente o
caminho de custo minimo tem um valor menor ou igual a esse. Ou
seja

Pv < Pu+ Cuy
0§pu+cuv_pv
Cf,v:Pu+Cuv—Pv20
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