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Analise Assintética

Suprimir fatores constantes e termos de ordens inferiores.

Ideia geral J

@ Por exemplo em:
6nlogy n+ 6n

6n é um termo de ordem inferior, 6 & constante ent3o resultaria
em:
nlogn

Exercicio: A base do log também n3o importa. Por que?

@ Ent3o quando dizemos que o tempo de execucdo do MergeSort é
O(nlog n), ou de maneira geral quando dizemos que um algoritmo

é O(f(n)). Estamos dizendo que depois de eliminar os termos de
ordem inferior e constantes acabamos apenas com f(n).
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Notacdo O

Big Oh, Ozdo, O grande.

Notacdo O é utilizada em funcdes definidas nos inteiros positivos.

Seja T(n) uma fungdo sobre n =1,2,3,...
T(n):Z° >R
Pergunta: Quando podemos dizer que T(n) = O(f(n))?

Resposta: Se eventualmente, para um n suficientemente grande,
T(n) é limitado superiormente por uma alguma constante vezes

f(n).

2/23

4/23


https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
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=

T (n) = O[%/HJ)

e T(n) = O(f(n)) se quanto multiplicado por alguma constante ¢
tal que ¢ - f(n) esta sempre acima de T(n)
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Formalizando o O

Definicdo
T(n) = O(f(n)) se e somente se exitem constantes ¢, ng > 0 tais

que
T(n) < c.f(n)

para todo n > ng.

e Entdo para provar que T(n) = O(f(n)) vocé precisa exibir ¢ e n,
que provem que T(n) < c.f(n) para todo n > ny.

@ Dizer que ¢ e ng sdo constantes, significa que ndo dependem de n.
(Tudo bem se ¢ depender de ng e vice versa).

o (muito) Formalmente O(f(n)) € um conjunto de fungdes que
podem ser limitadas por f(n), entdo o correto seria dizer que
T(n) € O(f(n)). Mas dizer que T(n) = O(f(n)) & um abuso de
notacdo comumente aceito e que facilita a manipulacio dessas
funcdes.
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)= Ol (n)

@ E valido mesmo se f(n) ou ¢’ f(n) esteja sempre abaixo de T(n),
o importante é existir uma constante que a deixe sempre acima.

Exemplo

Teorema
Se T(n) = axn* + ap_1n*=1 + ...+ ain+ ag entdo T(n) = O(n*)

@ Para provar precisamos exigir constantes ¢ e ng > 0 tais que
T(n) < c.f(n) para todo n > ng.

@ Vamos entdo escolher ng = 1 e ¢ = |ax|+ |ak—1|+ ...+ |a1] + |ao|-

T(n) = arn® + a_1n* 14+ ..+ ain+ a
< ak|n® + |ag_1|n* 7t + ... + |ar|n + | ol
< |ak|n® + |ag_1|n* + ... + |a1|n* + |ao|n* (val. para n > ng)
= (lak| + ak—1] + ... + [a1] + |ao| )0
= cn”

portanto, T(n) < cn® logo, T(n) = O(n*) [
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Teorema Notacdo 2 e ©
Para todo k > 1, nk ndo é O(n*~1).

@ Podemos provar por contradicdo, ou seja, assumimos que a

premissa é verdadeira porém a conclus3o é falsa e chegamos a Analogia
algum absurdo. @ Intuitivamente, vocé pode comparar a notacdo O com uma
@ Supomos que existe um k > 1 e constantes ¢, np > 0 tal que relagdo de <. Ja que dizer que T(n) ser O(f(n)), quer dizer que:
nk = O(n*71), ou seja, (existe constante ¢ e ng tal que para todo n maior que ng)
k k—1
n“ <cn Vn > ng T(n) < cf(n)
nnk~1 < cnk1 Vn > ng
nat T < b vn =2 no @ Nessa comparacdo a notacdo € seria como uma relacdo de >
n<c Vn > ng

o E a notacdo © seria como uma relagio de =

Como n pode ser todos os naturais maiores do que ng, ndo pode
existir tal constante ¢ que seja maior do que qualquer natural.
Portanto chegamos a um absurdo e provamos que todo k > 1, nk
n3o é O(nk1). O
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Notacdo Q2 e © Notacdo 2

A notacdo Q que define um limitante inferior. Formalmente:

5'7Q{M) —t (n)
T(n) /%C//u)

Tw) = Q(#('“))

Definicdo
T(n) = Q(f(n)) se e somente se exitem constantes ¢, ny > 0 tais
que

T(n) > c.f(n)

f(w) = o (ﬁ(m))

para todo n > ng.
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Notacdo © oew

A notagdo © indica que uma fungdo T(n) é limitada inferiormente
e superiormente por uma fun¢do f(n). Formalmente:

—_— @ A notagdo o (Little-Oh, 6zinho, 6 pequeno) é semelhante a
Definicdo notacio O porém nio assintoticamente justo.
T(n) = ©(f(n)) se e somente se exitem constantes ¢;, ¢ e ng > 0

@ Informalmente pode-se pensar que se O esta para uma relagdo do
tais que

tipo <, enquanto o o & uma relacdo do tipo <.
. < < op. . .
i) £ ) < edilm) @ A notagdo w (Little-omega, omeguinha, omega pequeno) é

para todo n > ng. semelhante a notagio 2 porém n3o assintoticamente justo.

@ Informalmente pode-se pensar que Q estd para uma relacio do
Definicio tipo >, enquanto a w é uma rela¢3o do tipo >.
T(n) = ©(f(n)) se e somente se T(n) = O(f(n)) e também se
T(n) = Q(f(n)).
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oew Notacdo o

& ]

Definicdo
T(n) = o(f(n)) se e somente se para toda constante ¢ > 0, existe
um ng > 0 tal que

0,0017[ () T(n) < c.f(n)

para todo n > ng.

Exercicio: Provar que para todo k > 1, nk~1 = o(nk).
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Notacdo w Mais exemplos de Notacdo Assintética

Exemplo
Provar que 2710 = O(2m). J
Definicio Precisamos exibir ¢ e ng > 0 tais que
T(n) = w(f(n)) se e somente se para toda constante ¢ > 0, existe 2110 < 21 para todo n > ng.
um ng > 0 tal que
T(n) > c.f(n) Como escolher ¢ e ng?
para todo n > ng. ont10 < con

2102n S C2n
1024 - 2" < 2"

Quando isso é verdade?
Escolhemos entdo algum ¢ > 1024, e ng > 1.
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| Exemplo
Exemplo
xemp Provar que 2'%7 n3o ¢ O(2"). J
Provar que 2710 = O(2m).
_ - _ Suponha por absurdo (por contradicio) que 219" = O(2") e

Precisamos exibir ¢ e ng > 0 tais que portanto 219" < ¢2" para alguma constante c e n > ng. Entdo

210 < 2" para todo n > ng. 210n < con

9
Escolhemos entdo ¢ = 1024, e ng = 1 e vamos mostrar que: 272" < 2"
20M7 < 7
27+10 <1024 - 2" para todo n > 1 29 < .

21027 < 1024 - 2" para todo n > 1

1024 - 2™ < 1024 - 2" para todo n >1
obviamente n3o existe uma constante que seja maior que 2°7 para
logo 2710 = 0(2"). O todos os naturais n, portanto chegamos a uma contradicdo. Logo
2107 n3o pode ser O(2"). O
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Exemplo

Para quaisquer dois pares de fung¢Bes positivas, f(n) e g(n), provar

que max{f(n),g(n)} = ©(f(n) + g(n))-

Para mostrar que a afirmacio é verdadeira, podemos escolher
c1 =1/2, o =1e ny =1 e verificamos que:

%(f(n) +g(n)) < max{f(n),g(n)} < f(n)+g(n) Vn=no
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Exemplo

T(n)=Inne f(n)=ne. J

=0.

portanto In n = o(n®). Obviamente In n = O(n®) também.
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Usando limites

T(n) € o(f(n)) se lim

n—oo f(n)

T(n) € w(f(n)) se lim T(n) = 0o

n—o00 f(n)

T(n) € O(f(n)) se lim T(n) < oo

n—o00

T(n) € Q(f(n)) se lim

n—00 f(n) >0.

T(n) € ©(f(n)) se 0 < lim T(n) < 00

n—o00 f(n)
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