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Sir Charles Antony Richard Hoare QuickSort

o Cientista da Computacdo Britanico nascido em 1934
@ Ganhador de diversos prémios na Area da Computacio

@ | call it my billion-dollar mistake. It was the invention of the null .
@ Porque ver e rever o QuickSort?

» Um dos Greatest Hits da ciéncia da computacdo.

» Muito usado na pratica.
My goal was to ensure that all use of references should be absolutely » Meméria extra constante
>

reference in 1965. At that time, | was designing the first comprehensive

type system for references in an object oriented language (ALGOL W).

safe, with checking performed automatically by the compiler. But | Analise muito interessante.
couldn't resist the temptation to put in a null reference, simply because

it was so easy to implement. This has led to innumerable errors,

vulnerabilities, and system crashes, which have probably caused a billion

dollars of pain and damage in the last forty years.

@ Inventou em 1959 (e publicou em 1961) o QuickSort.
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Particdo

O QuickSort depende fortemente da operacdo de Particdo cuja a
ideia € particionar o arranjo em torno de um pivé:

Problema da Ordenacdo o Escolha um pivé.

: o . : @ Reorganize os elementos do arranjo de forma que:
Dado um arranjo de n inteiros distintos, encontrar o arranjo g i ) q )
» A esquerda do pivd tenha os elementos menores que o pivd.

m=(my, 7o, ..., T ue contenha os mesmos elementos mas o R X o
iy T2 005 ".) q - . » A direita do pivo tenha os elementos maiores que o pivé.

ordenados de maneira ndo decrescente, ou seja, m; < m; para

qualquer i < jei,je{l,...,n}. Exemplo

No vetor (3, 8, 2, 5, 1, 4, 7, 6), se escolhemos 3 como pivd.
Uma parti¢do seria: (2, 1, 3, 6, 7, 4, 5, 8)

Observe que depois de uma particdo o pivd estard na sua posicio
correta. Note também que n3o nos importamos com a posicio
relativa de cada uma das partes esquerda e direita.
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e Como particionar em O(n) usando memdria extra?

e Podemos fazer a Parti¢do em tempo O(n) sem usar meméria

extra. Algoritmo 1: Particio
|ldeia: Entrada: Um arranjo A, indices / e r
Saida: O mesmo arranjo mas particionado
@ Manter uma por¢3o do arranjo ja particionado, e o restante ainda 1 p= Al
ndo particionado 2 i=l+1;
3 paraj=1+1 atér faca
P T IR | 4 se A[j] < p entdo
[ _'p i_ _h_f’ | { V_ _II SN J 5 Troca A[j] e A[i];
p 6 i=i+1;
N T = 7 Troca A[l] e Ali — 1];
- - 8 devolva A;
= e |
— 7 rcroine e

@ Percorrer uma (nica vez o arranjo
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Provas por Inducdo - Revisdo

Vamos revisar o que € uma prova por inducdo, que utiliza o

seguinte axioma: Para usar esse método podemos utilizar o seguinte roteiro:
Principio da Inducio Completa @ Base da Indugdo: Provar que P(0) é verdade.
e Hipdtese de Indugdo: Supor que P(i) é verdade para todo

i<keN.
@ Passo da Inducdo: Provar que P(k + 1) é verdade.

Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que:
© P(0) é verdade, e

@ paratodo k € N, ((Vie N)i < k — P(i)) - P(k+1)
Entdo P(n) é verdade para toda n € N.

Ou seja se P(0), P(1),..., P(k) é verdade entdo P(k 4 1) também

é verdade.
9/33 10/33
Exemplo: Provar que, para todo n > 0: Corretude do algoritmo particao
14+3+5+...+(2n+1)=(n+1)?
) Invariante de lago: Os elementos A[/ +1],...,A[i — 1] sdo todos menores que o pivd,
@ Base da Inducio: P(O) é verdade pois e os elementos A[i],...,A[j — 1] sdo todos maiores que o pivé.
o Inicializacdo: Por vacuidade, antes da primeira iteracdo a invariante vale.
1=(0+1)2=1 R . » )
- - @ Manutencdo: Em cada iteracdo verificamos se A[j] € menor que p e nesse caso
passamos ele para a primeira porcio, incrementando o /. E dessa forma a
@ Hipdétese de Indugdo: Suponha que P(i) é verdade para todo invariante de mantém.
i<keN. e Termino: Ao final do laco trocamos o pivé pelo ultimo elemento da primeira

porcio (ou ele mesmo caso a primeira por¢io seja vazia) e o arranjo estara

@ Passo da Indugdo: Provar que P(k + 1) é verdade, ou seja que: particionado.

14345+...2k+1)+(2k+1)+1)=((k+1)+1)>

[14345+. . .+ (2k+1)]+(2(k+1)+1)) = [(k+1)*]+(2(k+1)+1))
= kK*+2k+142k+3 = kK*+4k+4 = (k+2)* = ((k+1)+1)* [
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QuickSort QuickSort

Algoritmo 2: QuickSort Algoritmo 3: QuickSort

Entrada: Um arranjo A, o comprimento do arranjo n Entrada: Um arranjo A, o comprimento do arranjo n

Saida: Um arranjo com os mesmos elementos de A porém ordenados Saida: Um arranjo com os mesmos elementos de A porém ordenados
1 se n <1 ent3o devolva A; lsen=<l enta.o devolva A;
2 p = EscolhePivo(A, n); 2 p =.E.scolheP|vo(A, n);
3 Particionar A em torno de p; 3 Eartlculjnar A em tjrno de p;
4 Recursivamente ordenar a parte esquerda; 4 ecurs!vamente ordenar a parte e?querda,

. L 5 Recursivamente ordenar a parte direita;
5 Recursivamente ordenar a parte direita;
6 devolva A;
6 devolva A;
Qual o tempo de execucdo da fase de combinacdo?
13/33 14/33
Teorema QuickSort - revisio
O algoritmo QuickSort ordena corretamente um vetor. J
5/6(4|3|2/8|1|7

Iremos provar a corretude do QuickSort por inducdo no comprimento n do arranjo.
Considere a seguinte sentenca aberta P(n): "O QuickSort corretamente ordena arranjos
de comprimento n.

‘1432 867‘

@ Base da Inducio. Quando n=1 o algoritmo nio faz nada e o vetor esta
trivialmente ordenado. Portando P(1) é verdade.

@ Hipdtese de Inducdo: P(k) é verdade para k < n
@ Passo da Inducdo: Agora queremos provar P(k + 1) é verdade. 4132 ‘ ‘ 7|6 .

» O algoritmo escolhe algum pivé p e particiona o arranjo
» O pivd termina ja em seu lugar correto

» O algoritmo recursivamente ordena a primeira e a segunda por¢do que
necessariamente sdo menores que k, logo pela hipétese de inducdo, sdo ordenadas 2|3

corretamente. O
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QuickSort

@ Vamos analisar a complexidade do QuickSort.

@ O que acontece com o QuickSort se a escolha de pivé for muito
ruim?

@ Como seria a arvore de recursdo e complexidade no pior caso? Por

exemplo se vocé tiver um arranjo ja ordenado, e sempre
escolhermos o primeiro elemento.

[l2[3[4]5]¢]7]¢]

W2z 4[5 ]s]7[¢
Bl 4[5]e]"]
lls[cl’]

2
HHH

Suponha que implementamos o QuickSort, de forma que o pivé é
sempre o primeiro elemento do arranjo. Qual é o tempo de
execucdo desse algoritmo em um vetor de entrada que ja esta

ordenado?

@ N3o é possivel estimar

O O(n)

Q@ O(nlogn)

Q@ 9(n?)
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QuickSort
@ Nesse caso iremos dividir em duas partes, uma vazia e uma com
n — 1 elementos. E o trabalho da particio sera pelo menos:
nt(n—1)+(n-2)+...+1=0(n
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@ O tempo de execucdo do QuickSort depende da qualidade do pivé
escolhido.

@ Um bom pivé é aquele que divide os problemas em partes de
tamanho parecido,

@ enquanto um pivd ruim é aquele que deixa duas partes muito
desiguais.

21/33

Suponha que implementamos o QuickSort, de forma que
(magicamente) sempre escolhemos a mediana como pivé. Qual é o
tempo de execucdo desse algoritmo?

@ Naio é possivel estimar

QO 9(n)

Q@ O(nlogn)

Q@ 9(n?)

o Infelizmente ndo é possivel encontrar a mediana em O(1) para
garantir esse tempo de execugdo.

@ Felizmente n3o é necessariol
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QuickSort - o caso bom

Se dividirmos o arranjo sempre no maximo, ou seja, na metade.
Isso aconteceria se encontrassemos a mediana.

Teremos duas partes com menos que metade dos elementos

Podemos limitar superiormente pela mesma recorréncia do
MergeSort

@ Sabemos entdo que no melhor caso QuickSort é O(nlog n)

Seja T(n) o tempo de execugdo desse algoritmo em um vetor de
tamanho n. Entdo

T(n) <2T (g) +0(n)

Pelo teorema mestre:

T(n) = O(nlogn)
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Aleatorizacdo do QuickSort

@ A aleatorizagio de algoritmos é uma ferramenta importante da
bagagem de qualquer profissional da computacio.

@ Veremos como aplicar essa técnica no QuickSort e as vantagens
que ela pode trazer.

@ A ideia & escolher é escolher cada pivd aleatoriamente com a
mesma probabilidade. E assim escolher um pivé "razoavelmente
bom", em uma frequéncia "razoavelmente alta".

@ Digamos que um pivd razoavelmente bom seria um que divida o
arranjo em 25-75%, que é suficiente para garantir o tempo de
execugdo de O(nlogn)

@ Como seria a arvore de recursido nesse caso?

@ Note que metade dos elementos, se escolhidos como pivé,
resultam numa divisdo de 25-75% ou melhor.
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Revisdo(zinha) de Probabilidade

Para completar a analise do QuickSort Aleatorizado e outros
algoritmos, precisamos relembrar alguns conceitos de probabilidade:

@ Espaco Amostral
o Eventos
@ Variaveis Aleatdrias

o Esperanca
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Evento

Um evento é um subconjunto S C Q.

A probabilidade de um evento S é

> p(i).

1)

@ Considere o evento "a soma dos dados é 7". Qual é a
probabilidade desse evento?
Q 1/36
0 1/12
Q 1/6
Q 1,2

S ={(1,6),(2,5).(3,4),(4,3).(5,2),(6,1)}
Pr[S] = 6/36 = 1/6
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Espaco Amostral
e Espaco Amostral QQ = todos os possiveis resultados de um
evento aleatdrio.
@ cada resultado i/ € Q tem probabilidade p(i) > 0.

e Restricdo: ), p(i) =1, ou seja, com certeza um dos
resultados de Q vai acontecer.

Exemplo 1

Rolar dois dados de 6 lados.
Q=4{(1,1),(2,1),(3,1),...,(5,6),(6,6)} (pares ordenados)
p(i) = 4 para todos i € Q

Exemplo 2

Escolher o indice do pivé aleatério da primeira iteracdo do
QuickSort.

Q=1{1,2,...,n}

p(i) =1 para todo i € Q

@ Considere o evento "o pivd aleatério escolhido induz uma divisio
de pelo menos 25 — 75% ou melhor". Qual é a probabilidade desse
evento?

Q@ 1/n
Q 1/4
Q 12
Q 3/4

@ S = qualquer escolha que n3o seja os 1/4 menores ou os 1/4

maiores.

S NS

Pr[S] = - % L

NS
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Variaveis Aleatérias

@ Uma Variavel Aleatéria X é uma funcio:

X: Q=R
e Exemplo 1: A soma dos dois dados, ex: X((2,5)) =7
e Exemplo 2: O valor do maior dado, ex: Y((2,5)) =5
°

Exemplo 3: Tamanho do subproblema passado na primeira
chamada recursiva do QuickSort

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
CJes
Gl 6 (k3
s’ CEI G0 OF B (B3
(I OO 8 FHAO GF B Gk
(9 ¢ U9 G G G CE EED
(B 9 9 @9 9 B R G
S]] 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6
E[X]_%-2+%-3+%~4+%~5+%-6+£-7
5 4 3 1

_24+6+124+20+30+42+40+36 +30+22+12

252
=227
36

36
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Esperanca

@ Seja X : Q — R uma Variavel Aleatéria.

o A Esperanca E[X] de X é o valor médio de X ponderado pela

probabilidade.

@ Qual a esperanca da soma de dois dados?

Q 65
Q7
Q@ 75
o 3

@ Qual a esperanca do tamanho do subproblema passado na
primeira chamada recursiva do QuickSort?

Q@ n/4
QO n/3
Q@ (n—1))2
O 3n/4

@ Seja X o tamanho do subproblema.

E[X]

EIX]= 3" X() - pli)

1
n
1

ieQ

(n—1)1+n—1)/2

n

n”—n/2 n?—n 1

n

n
n—1
2

2

1 1 1
04+ --14+--24...4=-(n—-1)
n n n
+2+...+(n-1)

n
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Linearidade da Esperanca

Lema
Sejam Xi, ..., X, variaveis aleatérias definidas em Q. Ent3o:

EIY_Xi| =D EIX]
j=1 j=1

@ Vale mesmo quando as variaveis n3o sio independentes!
@ Exemplo: X1 e X5 s3o variaveis aleatérias que dizem o valor do
primeiro e do segundo dado.

1
E[X] = (1+2+3+4+5+6) =35

@ Qual o valor esperado para a soma de dois dados?

E[X] = E[X1+ X2] = E[X1] + E[X2] =35+35=T7.
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