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Analise - QuickSort
@ Notacio:
» z; = j-ésimo menor elemento
Teorema > ou seja, z; ndo é o elemento que esta originalmente na j-ésima
Para qualquer entrada de comprimento n, o tempo esperado de posicdo do vetor, mas sim o elemento que vai ocupar a i-ésima
execucdo do QuickSort (com pivds aleatérios) € O(nlog n). posi¢do no vetor quando ordenado.

o . . (6_.,10,8,.2)

@ Primeiramente considere como entrada um arranjo A de el e el ad

. 2 4 3 1

comprimento n.

> para uma escolha o, e i < j, seja Xjj(0) = numero de vezes que z;

Espaco amostral: Q = todos as possiveis sequéncias de escolhas 5
e ZJ Sao comparados.

de pivés no QuickSort.

o Fixado dois elementos da entrada, quantas vezes eles podem ser

@ Variavel aleatdria: para qualquer o € Q, C(0) = namero de comparados?
comparacdes entre dois elementos do arranjo feito pelo algoritmo o1
QuickSort dado as escolhas 0. Note que o tempo de execucdo O Ooul
total do QuickSort é dominado por esse nimero. © 0,1ou?

@ O objetivo entdo é mostrar que E[C] = O(nlog n) O algoentre0en—1
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
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@ Podemos entdo facilmente escrever C em funcio de X

Algoritmo 1: QuickSort Algoritmo 2: Particio C(o) = Z Z Xij(o), Vo € Q
Entrada: Um arranjo A, indices /|  Entrada: Um arranjo A, indices / i=1 j=i+1
er er . :
Saida: Um arranjo com os Saida: O mesmo arranjo mas o Pela Imezj\,ndz?\de ~cIa esperanca (lembrando que ela se aplica mesmo
. se as variaveis ndo forem independentes)
mesmos elementos de A particionado
porém ordenados 1 Coloca o pivot em A[l] ; n=1 n n-1l n
1 se r — | < 0 entdo devolva A; 2 pivot = Al[l] ; E[C]=E Z Z Xij| = Z Z E[Xj].
2 p = Parti¢do(A, |, r); 37i=1+1; i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
3 QuickSort(A, I, p-1); 4 para j =1+ 1 até r faca C '
4 QuickSort(A, p+1, r); 5 se A[j] < pivot entdo ¢ ~omo:
5 devolva A; 6 Troca A[j] e A[/]; E[Xj] =0 Pr[Xj = 0] +1- Pr[X; = 1]
7 P=i+1 =0 PriX;=T0]+1- Pr(X; = 1]
8 Troca All] e Ali —1]; = Pr[Xjj = 1] = Pr|z; e zj serem comparados]
9 devolva i — 1;
n—1 n
E[C] = Z Z Pr[z; e zj serem comparados]
i=1 j=i+1
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Lema Entdo
Para todo i < j, Pr[z; e zj serem comparados] =D E[C] = Z Z Pr[z; e z; serem comparados] = Z Z (J )
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
o Fixe z;,zj com | <.
e Considere o conjunto {z, zjy1,...,2j-1, zj}. E[C] = 22 Z
. . . . A — i+ 1
@ Desde que nenhum desses nimeros seja escolhido como pivé, i=1 j= :+1
todos serdo passados juntos para a mesma chamada recursiva. _
o Considere entdo o primeiro entres {z;, zjt1,...,2j_1, 2} que é © Agora note que a soma interna
escolhido como pivé: ' o ) . i 1 14_ 1 + 1 L 1
» se z; ou z; for escolhido primeiro, eles serdo escolflldos. P 70 vy 23 n_irt1
» se escolher um dos outros entdo z; e z; nunca serdo comparados. j=i+1
@ como a escolha & aleatéria qualquer um dos elementos do o e ela obtém a maior quantidade de termos (e o maior valor) quando
conjunto tem a mesma chance de ser escolhido primeiro (do i=1
conjunto) e portando a chance deles serem comparados é @ A maior soma ent3o é
n
2/(j—i+1) i, .t 1
.Zj Sttt
O =2
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Limitamos entdo superiormente a esperanga por:

n—1 n 1
E[CI=2)" > [

i=1 j=i+1

k 1
<20 ) Gy

j=i+1
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1
E[C]§2-n-ZE
k=2

A soma agora pode ser limitada superiormente por:

"1 "1 §
Zg/ “dx=Inx| =lnn—laT=Inn
k 1 X 1
k=2
Portanto:
E[C]<2-n-Inn
e portanto:
O tempo de execucdo esperado do QuickSort é O(nlog n) O
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E[C]§2-n‘2n:
k=2

f(x) =1/x

x| =

a5
L
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