Algoritmos
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Corte Minimo em Grafos

@ Algoritmo Aleatorizado de Contragao
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[clrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicdo) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Rivest e Clifford Stein.

[timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Desmistificando Algoritmos, Thomas H. Cormen.

Algoritmos, Sanjoy Dasgupta, Christos Papadimitriou e Umesh Vazirani

Stanford Algorithms

https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMm1k03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMm1k03Dt5EMI2s2WQBsLsZ17ASHEK6

Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J. de
Rezende

@ Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina MO420

Qualquer erro é de minha responsabilidade.

Cortes em Grafos

Definicdo
Um corte de um Grafo G = (V, E) é uma parti¢do de V em dois
conjuntos ndo vazios A e B.

4 B
N\

Uma aresta de corte de um corte (A, B) sdo aquelas com
@ um extremo em A e outro em B (em grafos ndo direcionados)

@ com o inicio em A e o final em B (em grafos direcionados)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

Cortes em Grafos

Quantos cortes (aproximadamente) um grafo com n vértices tem?

en
° n?
e 2"

o n

Quantas arestas de corte tem um corte minimo no grafo acima?
ol
e 2
e 3
e 4
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O Problema do Corte Minimo

Problema do Corte Minimo

Dado um Grafo ndo direcionado G = (V/, E). Encontrar um corte
com o menor namero de arestas.

@ O corte com o menor niamero de arestas em um grafo é o corte
minimo

o Arestas paralelas sdo permitidas.
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Cortes em Grafos

Aplicactes
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Suponha que vocé queira
redundancia na sua rede
para que a falha em uma
(ou duas, ou mais) arestas
principais ndo desconecte
sua rede.
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Deteccdo de comunidade
em uma rede social.
Grupos de usuérios
conectados entre si, mas
com pouca conex3o para o
restante do grafo.

https://griffsgraphs.wordpress.com /2012/07 /02/a-facebook-network /
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estrada desconectando suas cidades.
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Em reconhecimento de
imagem, vocé pode
entender cada pixel de
uma imagem como um
vértice com arestas para
seus vizinhos, cada aresta
com um peso de acordo
com a semelhanca dos dois
pixels. Um corte minimo
pode ser usado para
encontrar objetos dentro
da imagem.

Tai, XC., Deng, LJ. & Yin, K. A Multigrid Algorithm for Maxflow and
Min-Cut Problems with Applications to Multiphase Image Segmentation. J Sci
Comput 87, 101 (2021). https://doi.org/10.1007/s10915-021-01458-3
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Algoritmo Aleatorizado de Contracdo Exemplo - Execucdo

@ Publicado por David Ron Karger, em 1993, quando aluno do
Doutorado na Universidade de Stanford. (Hoje é professor no Jeleads
MIT)

o l|deia:

Algoritmo 1: Algoritmo Aleatorizado de Contracio

Entrada: Um Grafo G
Saida: Um Corte

1 enquanto houverem mais de 2 vértices faca Corte miniwg /
2 escolha uma aresta aleatéria {u, v} com probabilidade uniforme; 1ore>das
3 fundir (contrair) u e v em um Gnico vértice;
4 remover auto-lacos ;
5 devolva o corte representado pelos 2 vértices finais;
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Exemplo - Execucdo2

A @ Algoritmo Aleatorizado de Contragdo as vezes encontra o corte
O\,\ %" minimo, as vezes n3o.

L @ Sera que um algoritmo assim é atil?

0_‘7 @ A probabilidade de encontrar a resposta certa, & maior que zero,

1 —
(/ mas menos que 1. Mas qual sera? =
—t
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Revisdo(zinha) de Probabilidade - parte2

Probabilidade Condicional

Na primeira revisdo de probabilidade vimos:
@ Espaco Amostral
o Eventos
@ Variaveis Aleatérias
@ Esperanca
@ Linearidade da Esperanca
Hoje veremos:
@ Probabilidade condicional

@ Independéncia de Eventos e Variaveis Aleatdrias

@ Suponha que vocé jogue 2 dados, qual
a probabilidade de pelo menos um dado
ser 1 dado que a soma deles & 77
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1/6

1/3
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@ X = pelo menos um dado é um 1

vvyVvyy

@ Y = a soma de dois dados é 7

e Y=
{(1,6),(2,5),(3,4

e XNY ={(1,6),(

):(4,3),(5,2),(6,1)}
6,1)}

17/35

19/35

Probabilidade Condicional

Entender a probabilidade de um evento dado um segundo evento.

@ Considere os eventos X, Y C Q.

Q

o Ent3o a probabilidade de X dado Y é:

PriXnY]
PriX|Y] = ————
rX1v] PrY]
18/35
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Pr[um dado ser 1]a soma é sete]
_ Pr[um dado ser 1 e a soma ser sete]
- Pr[soma ser sete]
2% _23% 2 _1
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Independéncia de Eventos

Definicio
Eventos X, Y C Q s3o independentes se e somente se

PriX NY] = Pr[X].Pr[Y]

e Uma defini¢do equivalente é P[X|Y] = Pr[X]
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Algoritmo Aleatorizado de Contracdo
Qual a probabilidade de sucesso?

@ Queremos encontrar um limitante inferior para essa probabilidade.
Ou seja queremos mostrar que a probabilidade do algoritmo
encontrar um Corte Minimo n3o é menor do que um determinado
valor.

@ Considere um Grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas.

@ Considere o corte minimo (A, B), queremos encontrar esse corte!
(Podem existir outros cortes minimos, mas vamos considerar que
estamos interessados somente nesse, ja que queremos um
limitante inferior)

@ Seja F o conjunto de arestas de corte em (A, B) e |F| = k.

6

boog
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Independéncia de Variaveis Aleatérias

Definicdo

Variaveis aleatérias A e B definidas para um mesmo € sio
independentes se e somente os eventos A= ae B = b sdo
independentes para todo a e b

@ Uma definigdo equivalente é
P[A=ae B=b]l=Pr[A=a]- Pr[B = b]

@ Se as variaveis sdo independentes E[A - B] = E[A] - E[B]
(diferentemente da linearidade da esperanca, essa propriedade s6
se aplica a variaveis independentes)
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@F@

@ Se uma aresta de F for escolhida durante o algoritmo, um vértice
de A e um vértice de B serdo fusionados, causando um corte
diferente, e portanto o algoritmo falhara.

@ Ja se nas n — 2 iteracdes apenas arestas com os dois extremos em
A ou os dois extremos em B forem selecionadas, o algoritmo vai
ser bem sucedido.

@ Pr[devolver (A, B)] = Pr[ndo contrair uma aresta de F]
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@ Qual é a probabilidade de uma aresta do corte (A, B) ser escolhida

@ Queremos saber a probabilidade de nenhuma aresta em F ser na primeira iteragdo? Sendo n o nimero de vértices, m o niimero
contraida no algoritmo. de arestas e k o niimero de arestas do corte.
. . . . - > k/n
@ Seja S; o evento de que uma aresta de F foi contraida na iteracdo S kﬁm
i > k/n?
@ Entdo —S; é o evento de nenhuma aresta de F ser contraida na > n/m

Iteracao i o Para as proximas itera¢des sera complicado encontrar essa

@ A probabilidade do nosso algoritmo funcionar sera: probabilidade em termos do numero de arestas, pois o namero de
aresta varia de maneira imprevisivel.

Pr[-S1 N =S5 N=5N=5nN...N=S, 3N=S, 5] @ Ent3o sera atil encontrar um limite para essa probabilidade em
termos do namero de vértices. Ja que esse nimero se comporta
bem: A cada iteracdo diminuimos em 1 o niimero de vértices.
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Definicio
O grau de um vértice v & o nimero de arestas incidentes em v.

> kn ao:
Normalmente denotado por d(v). Como m > 73, entdo

] _ k k 2 2
e O grau de qualquer vértice em V é pelo menos k. (Do contrario Pr($i] = — < =k-— ==
_ m ~ kn/2 kn n
({v}, V —{v}) seria um corte melhor do que (A, B)). 5
o Note que Pri$] < "
Z d(v) =2m
veV o Ent3o a probabilidade do algoritmo falhar na primeira iteragdo é
ja que cada aresta contribui em 2 para a soma total dos graus. menor que 2/n
@ Note também que a probabilidade de n3o falhar &
o 2vev V) | Yvev K Pr=$] > (1 - 2) = n=2
2 - 2
S kn
m E—
-2
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@ Queremos entdo saber a probabilidade do algoritmo n3o contrair @ Para qualquer iteracdo i a probabilidade de eu contrair uma aresta
uma aresta de F na segunda iteracdo dado que n3o contraiu na de F dado que eu ndo o fiz nas iteracdes anteriores é analogo.
primeira, ou seja:

@ Vejamos o complemento, a evento de contrair uma aresta de F na Pr 5| m_'s' _ k
segunda iteracdo dado que n3o contraiu na primeira, ou seja: ! i<i J num. arestas restantes
Pr[52’—\51] = K
num. arestas restantes @ Como cada no6 restante também & um corte, o grau de cada né é
> k, o namero total de nés é n — i + 1. E portanto o nimero
o Como cada né restante & um corte, o grau de cada né é > k. E total de arestas é

ortanto o nimero total de arestas é .
P num. arestas restantes > k(n—i+1)/2

num. arestas restantes > k(n —1)/2

@ entdo
@ entdo

k 2
k 2 Pr|Sil[()=Si| < _ = :

Pr[$2]=51] < = N = k(n—i+1)/2 —i+1

Sl =i —m = a1 j<i (n=i+1)/2 n—i+
20 /35 30/35
[ Pr[—|51ﬂ—52ﬂ—|53ﬂ—\54ﬁ...ﬂ—| n—3 M- n—2]

Pr[ﬁsl] . Pr[ﬁSQ\ﬁS;L] . Pr[ﬁ53\ﬁ51 N ﬁSQ] . Pr[ﬁ54|ﬁ51 N-5nN ﬁ53] R

5 c. Pr[—|5,,,3|—|51 n...N —|5n,2] . Pr[—\5n72’—|51 Nn...N —|5n,3]
P . -S| <« <
’ S,|D 5 T n—i+1

>n—2 n—3 n—4 n-5 4 3 2 1

= nh n—1 n—-2 n-3765 4 3

@ Dessa forma a probabilidade de Ndo contrair uma aresta de F na
iteracdo i dado que também n3o contraiu nas anteriores é

n—2 n—=3 n—% n=5 4 3 21 2 2

. _ L = — ) AR [ =

Prl-siN-5|>1-—> otz _n-i-l n n-1 =2 5p=3"6 8 A3 n(n-1) nr-n
. n—i+1 n—i—+1 n—i+1 _ 2 S 2 >i:7
! n2—n="2n2—n " 2n2 n2

1
Pr[=51N=5N=-SN=-SN...N=5,_3N=S,_2] > —
n
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1
Pr[-S1 N =5 N=-5N=-5N...N=85,.3N=5,_2] > )

o Ent3o a probabilidade do algoritmo funcionar é... muito baixal!

e POREM!!I Veja bem. Se vocé pegasse um corte aleatério a
probabilidade dele ser o (A, B) é 3

5 B %
10 57 | 105
100 126765060022822’.})401496703205376 10(1)00

@ Podemos fazer um truque para melhorar essa probabilidade. Basta
executar o algoritmo vérias vezes!
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@ Para qualquer numero real x, 1 4+ x < &~

1\N
Pr[falhar nas N tentativas] < <1 — 2>
n
< (e_l/nz>“’
— —N/n?
1
T eN/n?
e Para N = n?
1

Pr[falhar nas n? tentativas] < -~ ~ 37%
e

@ Para N=n?%Inn

) 1
Pr[falhar nas n?In n tentativas] < — ==
einn n
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Maltiplas Execucdes

@ Iremos executar o algoritmo N vezes, e devolver o menor corte
encontrado.

@ Quantas execucdes serdo necessarias?

@ Seja T; o evento de que o corte (A, B) seja encontrado na j-ésima
tentativa. T; sdo independentes.

Pr(falhar nas N tentativas] = Pr[-Ty N ... N = Ty]
N 1 N
(ind.) = 1_[1 Pr[=Tj] < (1 - r12)
J:

N
1
Pr[falhar nas N tentativas| < (1 - 2)
n
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