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Método da substituicao

Ideia:
1. adivinhar uma solucao

2. demonstrar que é valida usando inducao

Nem sempre é facil chutar a solucao

> & necessario ter experiéncia
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T(n) = 1 sen=1
" T([n/2)+T(n/2])+n sen>2
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Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen=1
e T([n/21)+ T(Ln/2))+n sen>2

Chutamos que T(n) € O(nlog, n).

> Observe que hd uma constante escondida na notacao O.

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen=1
" T([n/2)+T(n/2])+n sen>2

Chutamos que T(n) € O(nlog, n).
> Observe que hd uma constante escondida na notagao O.
» Para usar inducgao, precisamos conhecer essa constante.

» Entdo chutamos que T(n) < 3nlog, n.
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Exemplo: passo da inducao Exemplo: base da inducao

Ainda falta a base
Suponha que a desigualdade vale para k < n.

T(n)=T(n/2])+ T(ln/2])+n
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Mostramos o passo da indugaol

Exemplo: base da inducao Exemplo: base da inducao
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» Temos T(1)=1,mas3-1-log>1=0 » Temos T(1)=1,mas3-1-log>1=0
» A desigualdade ndaovale paran =1
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Exemplo: base da inducao

Ainda falta a base
» Temos T(1)=1,mas3-1-log>1=0
» A desigualdade ndaovale paran =1

» Nao temos uma base da inducao

Ok, queremos mostrar apenas T(n) € O(nlog, n).
> Basta mostrar que a desigualdade vale para n > ng

» Vamos escolher ng =2

Base da indugao:
» Paran=2en =3, temos
T(2)=T(1)+T(1)+2=4<3-2-log,2=6
T3)=T(2)+T(1)+3=8<3-3-log,3~ 14,26

» Por que precisamos de dois casos basicos?

Exemplo: base da inducao

Ainda falta a base
» Temos T(1)=1,mas3-1-log,1=0
» A desigualdade naovale paran=1

»> Nao temos uma base da inducao

Ok, queremos mostrar apenas T(n) € O(nlogsn).
» Basta mostrar que a desigualdade vale para n > ng

» Vamos escolher ng = 2

Base da inducao:
» Paran=2en =23, temos
T2)=T(1)+T(1)+2=4<3-2-log,2=6
T(3)=T(2)+T(1)+3=8<3-3-log,3=x 14,26

Exemplo: verificando a base

Nao podemos ter k = 1 quando usamos a hipétese da inducao:




Exemplo: verificando a base

Nao podemos ter k = 1 quando usamos a hipétese da inducao:

T(1) =1
T(n) =T([n/2]) + T(In/2]) +n

Nao ocorre

T() T(2) T(3) T(4) T(4) Tn—1) T(n)
E ’ ' '
g Base Provar
2 T(n) < 3nlogyn
= Hip. Inducéo

Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) = 8?
» A desigualdade naovale paran =2

Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) =8?

Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) = 8?
» A desigualdade naovale paran =2
> Temos T(2)=8+8+2=18,mas 3-2-log,2=6




Modificando um pouco o exemplo Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) =8? Mas se tivéssemos T(1) =8?
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» Tentando T(n) < 10nlog, n, obtemos

T(2)=18<10-2-log,2 = 20
T(3)=29<10-3-log,3 ~ 47,55

Modificando um pouco o exemplo Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) = 8? Mas se tivéssemos T(1) = 8?
» A desigualdade naovale paran =2 » A desigualdade naovale paran =2
> Temos T(2)=8+8+2=18,mas 3-2-log,2=6 > Temos T(2)=8+8+2=18,mas 3-2-log,2=6
» Podemos escolher uma constante multiplicativa maior. » Podemos escolher uma constante multiplicativa maior.
» Tentando T(n) < 10nlog, n, obtemos » Tentando T(n) < 10nlog, n, obtemos
T(2)=18<10-2-logy2=20 T(2)=18<10-2-log>2 =20
T(3)=29<10-3-log;3~ 47,55 T(3)=29<10-3-log,3~ 47,55
Conclusao: Conclusao:
> Se o passo da indugao vale, entdo podemos escolher
valores adequados para as constantes c e ng.
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Encontrando as constantes

Suponha que ja adivinhamos que T(n) € O(nlog, n)
» Chutamos que T(n) < cnlog,n para c = 3.
» Depois escolhemos ng = 2.

» Como podemos encontrar essas constantes?

Uma maneira possivel:

1. Suponha T(n) < cnlog, n para algum ¢ genérico.

Encontrando as constantes

Suponha que ja adivinhamos que T(n) € O(nlog,n)
» Chutamos que T(n) < cnlog,n para c = 3.
» Depois escolhemos ng = 2.

» Como podemos encontrar essas constantes?

Uma maneira possivel:
1. Suponha T(n) < cnlog, n para algum c genérico.
2. Substitua e desenvolva a expressao para T(n).

3. Determine c e ng de forma a provar o passo da inducao.
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Segunda tentativa
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Segunda tentativa

T(n)=T(n/2])+ T(Ln/2])+n
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Segunda tentativa
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> Para a ultima desigualdade, queremos —c[n/2]+n <0

Completando o exemplo

» Ja mostramos que T(n) € O(nlogs n).
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> Para a ultima desigualdade, queremos —c[n/2]+n <0

> Bastaquec=3eng>2.

Completando o exemplo

> Ja mostramos que T(n) € O(nlog, n).

> Mas queremos mostrar que T(n) € ©(nlog, n).




Completando o exemplo

> Ja mostramos que T(n) € O(nlog,n).

> Mas queremos mostrar que T(n) € ©(nlogs n).
> Resta mostrar T(n) € Q(nlog>n).

Completando o exemplo

» Ja mostramos que T(n) € O(nlogs n).

> Mas queremos mostrar que T(n) € ©(nlog, n).
> Resta mostrar T(n) € Q2(nlog>n).
»> A prova é similar.
> Faca como exercicio.

Completando o exemplo

> Ja mostramos que T(n) € O(nlog,n).

> Mas queremos mostrar que T(n) € ©(nlog> n).

> Resta mostrar T(n) € Q(nlog>n).
»> A prova é similar.
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Adivinhando uma solucao

Nao ha receita genérica para adivinhar solugoes.
> A experiéncia é um fator importante.

» Normalmente, recorréncias similares tém a mesma ordem
de crescimento.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
e 2T(ln/2])+n sen>2

» Ela muito parecida com a anterior.

> Entao chutamos T(n) € ©(nlogs n).

Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
\2T(n/2]+17)+n sen>2

Adivinhando uma solucao

Nao ha receita genérica para adivinhar solucoes.
> A experiéncia é um fator importante.

» Normalmente, recorréncias similares tém a mesma ordem
de crescimento.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
e 2T(ln/2])+n sen>2

» Ela muito parecida com a anterior.
> Entao chutamos T(n) € ©(nlogs n).

» Mostre isso como exercicio.

Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
\2T(n/2]+17)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.




Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

1 sen=1
T(n)=
{2T(|_n/2j+l7)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.
> Intuitivamente, parece que T(|n/2])~ T([n/2]+17)

Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
\2T(n/2]+17)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.
> Intuitivamente, parece que T(|n/2])~ T(|n/2]+17)
» Chutamos que T(n) € ©(nlogs n).

» Mostre isso como exercicio.

Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

1 sen=1
T(n)=
{2T(|_n/2j+17)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.
> Intuitivamente, parece que T([.n/2])~ T(Ln/2]+17)
» Chutamos que T(n) € O(nlog> n).

Sutilezas

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducao.
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Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducgao.
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Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de indugao.
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Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T(n/2])+ T(Ln/2])+1

Sutilezas

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducgao.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
e T([n/21)+ T(ln/2])+1 sen>2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducao.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
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Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.
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Sutilezas

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducgao.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
e T([n/2])+ T(ln/2])+1 sen>2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T(n/27)+ T(ln/2])+1
<c[n/2]+c|n/2]+1
=cn+1.

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de indugao.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
ENTTR2)+ T(Ln/2)+1 sen 2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T(n/27)+ T(Ln/2])+1
<c[n/2]+c|n/2]+1
=cn+1.

» Nao deu certo
> Mas de fato T(n) € ©(n)!

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducgao.

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
e T([n/21)+ T(ln/2])+1 sen>2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T(n/27)+ T(ln/2])+1
<c[n/2]+c|n/2]+1
=cn+1.

» Nao deu certo

Fortalecendo a hipdtese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.




Fortalecendo a hipdtese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—bparac>0eb>0

Fortalecendo a hipdtese

» Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—-bparac>0eb >0

T(n)=T(n/2))+ T(n/2])+1
<c[n/21-b+c|n/2]-b+1

Fortalecendo a hipétese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—bparac>0eb>0

T(n)=T(n/27)+ T(Ln/2])+1

Fortalecendo a hipdtese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—-bparac>0eb >0

T(n)=T(n/2))+ T(Ln/2])+1
<c[n/21-b+c|n/2]-b+1
=cn—-2b+1




Fortalecendo a hipdtese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—bparac>0eb>0

T(n)=T(n/2)+ T(ln/2))+1
<c[n/21-b+c|n/2]-b+1
=cn-2b+1

<cn-b

Fortalecendo a hipdtese

» Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—-bparac>0eb >0

T(n)=T(n/2))+ T(n/2])+1
<c[n/21-b+c|n/2]-b+1
=cn—-2b+1

<cn-b

» Para a ultima de desigualdade, basta escolher b > 1.

» |sso mostra o passo indutivo.

Fortalecendo a hipétese

> Vamos fazer uma hipétese de indugao um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n)<cn—bparac>0eb>0

T(n)=T(n/2)+ T(n/2))+1
<c[n/21-b+c|n/2]-b+1
=cn-2b+1

<cn-b

» Para a ultima de desigualdade, basta escolher b > 1.

Recorréncias

» Método da iteracao




Método da iteracao Método da iteracao

Idéia: Idéia:

1. expandir a recorréncia iterativamente

Método da iteracao Método da iteracao

Idéia: Idéia:
1. expandir a recorréncia iterativamente 1. expandir a recorréncia iterativamente
2. reescrevé-la como uma somatdria em termos de n 2. reescrevé-la como uma somatdria em termos de n

Nao é necessério adivinhar a respostal!




Método da iteracao

Idéia:
1. expandir a recorréncia iterativamente

2. reescrevé-la como uma somatodria em termos de n

Nao é necessario adivinhar a respostal!

» Mas é um pouco mais trabalhoso

Método da iteracao

Idéia:
1. expandir a recorréncia iterativamente

2. reescrevé-la como uma somatdria em termos de n

Nao é necesséario adivinhar a respostal!
» Mas é um pouco mais trabalhoso
» E Gtil conhecer limitantes de somatoérias

» Nem sempre é trivial encontrar um termo geral da soma

Método da iteracao

Idéia:
1. expandir a recorréncia iterativamente

2. reescrevé-la como uma somatodria em termos de n

Nao é necessario adivinhar a respostal!
» Mas é um pouco mais trabalhoso

> E Gtil conhecer limitantes de somatérias

Encontre uma férmula fechada para

b sen<3

T(n)= 3T(ln/4])+n sen>4




Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(ln/4])+n sen>4

lterando a recorréncia

Encontre uma férmula fechada para
b sen<3
T(n)=
3T(ln/4])+n sen>4
Ilterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4))
<n+3(n/4+3T(.n/16)))

Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(Ln/4])+n sen>4

lterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4))

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(ln/4])+n sen>4

Ilterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4))
<n+3(n/4+3T(.n/16)))
<n+3(n/4+3(n/16 +3T(|n/64])))




Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(ln/4])+n sen>4

lterando a recorréncia
T(n)=n+3T(Ln/4))
<n+3(n/4+3T(|n/16]))

<n+3(n/4+3(n/16 +3T(|n/64))))
< n+3n/4+9n/16+ 27T(n/64)).

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(ln/4])+n sen>4

lterando a recorréncia
T(n)=n+3T(Ln/4))
<n+3(n/4+3T(.n/16)))
<n+3(n/4+3(n/16+3T(Ln/64))))
<n+3n/4+9n/16+27T(| n/64]).

Queremos
> identificar o termo geral da soma: 3'n/4’

Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(Ln/4])+n sen>4

lterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4))
<n+3(n/4+3T(|n/16]))
<n+3(n/4+3(n/16+3T( n/64])))
<n+3n/4+9n/16+ 27T( n/64)).

Queremos

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(ln/4])+n sen>4

Ilterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4)])
<n+3(n/4+3T(Ln/16]))
<n+3(n/4+3(n/16+3T(L.n/64)])))
<n+3n/4+9n/16+27T(| n/64)).

Queremos
> identificar o termo geral da soma: 3'n/4’
»> e oargumento da funcao: [n/4kJ




Encontrando a funcao Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos? Quantas vezes iteramos?

> suponha que iteramos k vezes

Encontrando a funcao Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos? Quantas vezes iteramos?
»> suponha que iteramos k vezes »> suponha que iteramos k vezes

» paramos quando Ln/4kJ <3 » paramos quando [n/4kJ <3,i.e, quando k +1 > logysn >k




Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
> suponha que iteramos k vezes

» paramos quando Ln/4kJ <3,i.e.,quando k + 1 >logyn >k

A soma completa é

Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
» suponha que iteramos k vezes

» paramos quando Ln/4kJ <3,i.e,quando k +1 >logyn >k
A soma completa é

T(n)<(n+3n/4+9n/16+---+ 3" 1n/ak1) + 3%
<(n+3n/4+9n/16+27n/64+...)+3!°8"p

Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
> suponha que iteramos k vezes

» paramos quando ln/4kJ <3,i.e, quando k +1 >logyn >k
A soma completa é

T(n)<(n+3n/4+9n/16+---+ 3" 1n/4k1) + 3%p

Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
» suponha que iteramos k vezes

» paramos quando [n/4kJ <3,i.e, quando k +1 > logysn >k
A soma completa é

T(n) < (n+3n/4+9n/16+ -+ 35 1n/41) 4 3kp
<(n+3n/4+9n/16+27n/64+...)+3°84"p

— _ 243
=n > (4) +n b

i=0




Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
> suponha que iteramos k vezes

» paramos quando Ln/4kJ <3,i.e.,quando k + 1 >logyn >k
A soma completa é

T(n)<(n+3n/4+9n/16+---+ 3 1n/4k1) + 3%p
<(n+3n/4+9n/16+27n/64+...)+3!°8"p

3 i
= nZ(Z) +n'°843p

=4n+n'°83p,

Simplificando

Podemos supor que n = 4

Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
> suponha que iteramos k vezes

» paramos quando ln/4kJ <3,i.e, quando k +1 >logyn >k
A soma completa é

T(n)<(n+3n/4+9n/16+---+ 3" 1n/4k1) + 3%p
<(n+3n/4+9n/16+27n/64+...)+3'°84"p

(o] i

3 1
= nZ(Z) +n'°843p

i=0
= 4n + n'°843p,

Como log, 3 < 1, concluimos que T(n) e O(n).

Simplificando

Podemos supor que n = 4F

» As contas ficam mais simples




Simplificando Simplificando

Podemos supor que n = 4K Podemos supor que n = 4K
> As contas ficam mais simples > As contas ficam mais simples
» Nao prova o caso geral » Nao prova o caso geral

» Mas obtemos um bom chute

Simplificando Simplificando

Podemos supor que n = 4 Podemos supor que n = 4F
» As contas ficam mais simples » As contas ficam mais simples
» Nao prova o caso geral » Nao prova o caso geral
» Mas obtemos um bom chute » Mas obtemos um bom chute
> E verificamos com o método da substituicao > E verificamos com o método da substituicao

Exercicio: verifique que T(n) =©(n).




Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:
Recorréncias

» Método da arvore de recorréncia

Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

Idéia: Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia: 1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes > os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfun¢des recorrentes




Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfunc¢des recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfun¢des recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

3. depois somamos todos os niveis

Vantagens

Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfunc¢des recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

3. depois somamos todos os niveis

Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfun¢des recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

3. depois somamos todos os niveis

Vantagens

» (til quando ha varios termos recorrentes




Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os noés representam os termos independentes
> os filhos representam as subfuncgoes recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

3. depois somamos todos os niveis

Vantagens
> (til quando ha varios termos recorrentes

> é mais facil organizar as contas

Encontre uma férmula fechada para

1 sen<3
T(ﬂ)={ 5
3T(Ln/4])+cn sen>4

Simplificando

Encontre uma férmula fechada para

T(n)= 1 sen<3
B 3T(Ln/4])+cn® sen>4

Encontre uma férmula fechada para

1 sen<3

T =\ 37 n/a)) s en? sen>4

Simplificando

» Queremos obter uma férmula fechada apenas




Encontre uma férmula fechada para

T(n)= 1 sen<3
- 3T(Ln/4])+cn® sen>4

Simplificando
» Queremos obter uma férmula fechada apenas

» De novo, supomos que n = 4%

Arvore de recorréncia

=
I
=
I
=
I

Encontre uma férmula fechada para

T(n)= 1 sen<3
B 3T(Ln/4])+cn® sen>4

Simplificando
» Queremos obter uma férmula fechada apenas
» De novo, supomos que n = 4X

> Depois, verificamos com o método da substituicao

Arvore de recorréncia




Arvore de recorréncia

Arvore de recorréncia




Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia




Arvore de recorréncia

T(:1) T(:l) T(:l) > O(n'og43)

| nlogs3 |

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n

Arvore de recorréncia

T(:l) T(:l) T(:l) > O(n'og43)

|

i nloga 3 1
Total:  ©(n?)

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n

3

i
» A soma de cada nivel interno é (16) cn?




Somando os termos

> A arvore tem altura logy n

i
» A soma de cada nivel interno é (%) cn?

> O ndamero de folhas é 30847 = plogs3

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n
i
» A soma de cada nivel interno é (%) cn?

> O ndamero de folhas é 319847 = plogs3

3 logyn—-1
T(n)= cn2+—cn2+~~~+(—) cn2)+®(nl°g43)

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n
i
» A soma de cada nivel interno é (1_36) cn?

> O ndmero de folhas é 319847 = plogs3

T(n)

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n

i
» A soma de cada nivel interno é (1—36) cn?

> O ndamero de folhas é 319847 = plogs3




Somando os termos

> A arvore tem altura logy n
i
» A soma de cada nivel interno é (%) cn?

> O ndamero de folhas é 30847 = plogs3

log4n-1
T(”):(C”2+1Cﬂ2+-“+(%) cn2)+@(nl°g43)

16
<[i(i)i cn? +©(n'°%:3)
=1L-\16

i=0
16

Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen<2
“\T(n/3)+T(2n/3))+n sen>3

Somando os termos

> A arvore tem altura logy n
i
» A soma de cada nivel interno é (1_36) cn?

> O ndmero de folhas é 319847 = plogs3

3 3 log4n-1
T(”):(C"'Z"‘ECHZ-F-“-F(E) cn2)+@(nl°g43)

(52

i=0

cn? +O(n'e843)

— 16 2 log, 3
= 13cn +0O(n ),

Concluimos que T(n) € O(n?).

Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen<2
“\T(n/3)+T(2n/3))+n sen>3

Esse exemplo é um pouco mais complicado




Exemplo

Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n)=

1 sen<2
T([n/31)+T(2n/3])+n sen>3

Esse exemplo é um pouco mais complicado

» Os termos recorrentes sao diferentes

Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n)=

1 sen<2
T([n/31)+T(l2n/3])+n sen>3

Esse exemplo é um pouco mais complicado
> Os termos recorrentes sao diferentes
> A arvore ndo sera completa

> Vamos mostrar juntos que T(n) € O(nlog>n)

Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) =

1 sen<2
T([n/31)+T(12n/3])+n sen=>3

Esse exemplo é um pouco mais complicado
» Os termos recorrentes sao diferentes

» A arvore ndo sera completa

Recorréncias

» Recorréncias e notacao assintética




Recorréncias com notacao assintética

» Escrevemos

T(n) = o(1) sen<2
YN 3T(n/4) +0(n?) sen>3

Recorréncias com notacao assintética

» Escrevemos

T(n): e(l)
3T(Ln/4])+©(n°) sen>3

sen<?2

> Para representar a familia de recorréncias

T(n) = a sen<?2
|3T(Ln/4) +f(n) sen>3

onde a é uma constante e f(n) esta em O(n?)

> Todas elas tém a mesma solucao assintética

Recorréncias com notacao assintética

» Escrevemos

T(n) = o(1) sen<?2
VI3 T(n/4) +0(n?) sen>3

» Para representar a familia de recorréncias

T(n)= a sen<2
e 3T(Ln/4])+f(n) sen>3

onde a é uma constante e f(n) esta em ©(n?)

Recorréncias com notacao assintética

» Escrevemos

T(n)= o)
3T(Ln/4])+©(n°) sen>3

sen<2

> Para representar a familia de recorréncias

T(n) = a sen<?2
\3T(n/4)+f(n) sen>3

onde a é uma constante e f(n) esta em O(n?)
> Todas elas tém a mesma solucao assintética

> A mesma coisa vale as outras classes de funcao




Cuidados com a notacao assintética Cuidados com a notacao assintética

T(n):{l sen=1 T(n):{l sen=1
2T(Ln/2))+n sen =2, 2T(Ln/2])+n sen>2,

» O uso descuidado da notacao assintética leva a erros

Cuidados com a notagao assintética Cuidados com a notagao assintética

{1 sen=1 {1 sen=1
T(n)= T(n)=
2T(Ln/2])+n sen>2, 2T(Ln/2])+n sen =2,

» O uso descuidado da notacao assintética leva a erros » O uso descuidado da notacao assintética leva a erros
> Ja sabemos que T(n)=0O(nlogn) > Ja sabemos que T(n)=O(nlogn)

> Mas vamos “provar” que T(n) = O(n)!




Cuidados com a notacao assintética (cont) Cuidados com a notacgao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0. Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(n/2])+n

Cuidados com a notacao assintética (cont) Cuidados com a notacao assintética (cont)
Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0. Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.
T(n)=2T(Ln/2])+n T(n)=2T(Ln/2])+n
<2c|n/2]+n <2c|n/2]+n

<cn+n




Cuidados com a notacao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(n/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n)

Cuidados com a notacao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(Ln/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n) «— ERRADO!

Qual é o erro?

Cuidados com a notacgao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(n/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n) <«— ERRADO!

Cuidados com a notacao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(Ln/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n) «— ERRADO!

Qual é o erro?

> A nossa afirmacdo é que T(n) < cn



Cuidados com a notacao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(n/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n) «— ERRADO!

Qual é o erro?
> A nossa afirmacao é que T(n) < cn

> Mas mostramos que T(n)<(c+1)n

Recorréncias

» Teorema Master - Versdo Completa (N&o cai na Prova)

Cuidados com a notacgao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(n/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
=0(n) <«— ERRADO!

Qual é o erro?
> A nossa afirmacao é que T(n) < cn
> Mas mostramos que T(n) < (c+1)n

» Nao concluimos o passo indutivo

Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma

T(n)=aT(n/b)+f(n),



Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova) Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma

T(n)=aT(n/b)+f(n), T(n)=aT(n/b)+f(n),

> os valores a e b sdo constantes > os valores a e b sdo constantes

» também vale se substituirmos n/b por [n/b|ou [n/b]

Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova) Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcao e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relagcdo de

Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma recorréncia

T(n) = aT(n/b)+f(n), T(n)=aT(n/b)+f(n).

> os valores a e b sao constantes
> também vale se substituirmos n/b por |n/b|ou[n/b]

> o teorema nao se aplica a todas recorréncias dessa forma




Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcao e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relacao de
recorréncia

T(n)=aT(n/b)+f(n).

Entdo T(n) tem os seguintes limitantes assintdticos:

Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcao e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relagcao de
recorréncia

T(n)=aT(n/b)+f(n).

Entdo T(n) tem os seguintes limitantes assintéticos:

1. Se f(n) € O(n'°82€) para alguma constante € > 0,
entdo T(n) € ©(n'o8x2)

2. Se f(n) € ©(n'°8»2), entdo T(n) € O(n'°8> 2 logn)

Teorema Master - Versao Completa (Nao cai na Prova)

Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma fungao e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relagao de
recorréncia

T(n)=aT(n/b)+f(n).
Entdo T(n) tem os seguintes limitantes assintéticos:

1. Se f(n) € O(n'°827¢€) para alguma constante € > 0,
entdo T(n) € ©(n'°8»2)
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Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcao e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relagcdo de
recorréncia

T(n)=aT(n/b)+f(n).

Entdo T(n) tem os seguintes limitantes assintéticos:

1. Se f(n) € O(n'°837¢€) para alguma constante € > 0,
entdo T(n) € ©(n'o8x2)

2. Se f(n) € ©(n'°82), entdo T(n) € ©(n'°8 2 logn)

3. Se f(n) € Q(n'°82*€) para alguma constante € > 0 e se
af(n/b) < cf(n) para alguma constante c < 1 e todo n
suficientemente grande, entdo T(n) € O(f(n))
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Exemplos para os quais Teorema Master se aplica
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Exemplos para os quais Teorema Master se aplica

» Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+nlogn

» Caso 2:
T(n)=T(2n/3)+1
T(n)=2T(n/2)+ (n+logn)
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Exemplos para os quais Teorema Master se aplica

» Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+nlogn
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Exemplos para os quais Teorema Master se aplica

» Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+nlogn

» Caso 2:
T(n)=T(2n/3)+1
T(n)=2T(n/2)+(n+logn)

> Caso 3:
T(n)=T(3n/4)+nlogn
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Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica

> T(n)=T(n-1)+n
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Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica

> T(n)=T(h—1)+n > T(n)=T(h—1)+n
> T(n)=T(n—a)+T(a)+n,(a>1inteiro) > T(n)=T(n—a)+T(a)+n, (a>1inteiro)
> T(n)=T(an)+T((1—a)n)+n,(0<a<1)
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Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica

> T(n)=T(n-1)+n

> T(n)=T(n—a)+T(a)+n, (a =1 inteiro)
> T(n)=T(an)+T((1—a)n)+n,(0<a<1l)
> T(n)=T(n-1)+logn
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Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica

> T(n)=T(n-1)+n

> T(n)=T(n—a)+T(a)+n, (a =1 inteiro)
> T(n)=T(an)+T((1-a)n)+n,(0<a<l)
> T(n)=T(n-1)+logn

> T(n)=2T(3)+nlogn
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