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Algoritmos recursivos

Resolvendo um problema com recursao
1. instancias pequenas: resolver diretamente

2. instédncias grandes:

> construir uma instancia menor do mesmo problema
> resolver essa subinstancia recursivamente




Algoritmos recursivos Projeto de algoritmos recursivos

Uma estratégia é:
Resolvendo um problema com recursao

1. instancias pequenas: resolver diretamente
2. instancias grandes:

» construir uma instancia menor do mesmo problema
> resolver essa subinstancia recursivamente
> encontrar uma solugdo para a instancia original
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Projeto de algoritmos recursivos Projeto de algoritmos recursivos

Uma estratégia é: Uma estratégia é:

1. encontrar e definir um subproblema adequado 1. encontrar e definir um subproblema adequado

2. supor que sabemos resolver instancias menores 2. supor que sabemos resolver instancias menores

3. construir um algoritmo recursivo para o subproblema 3. construir um algoritmo recursivo para o subproblema
O subproblema escolhido: O subproblema escolhido:

> ndo precisar ser o problema original » nao precisar ser o problema original

> costuma ser uma variante ligeiramente mais geral
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Este processo é analogo a demonstracoes por inducao

> caso basico: instancias pequenas
> caso geral: instancias grandes

> achamada recursiva corresponde a hipétese de inducao
> a construgao da solucao corresponde ao passo da inducao

Algumas vantagens

Recursao e inducao

Este processo é analogo a demonstracoes por inducao
> caso basico: instancias pequenas

> caso geral: instancias grandes

» a chamada recursiva corresponde a hipétese de inducao
> a construcao da solucao corresponde ao passo da inducao

Algumas vantagens
> A correcao vem do préprio processo indutivo

> A complexidade é expressa numa recorréncia
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Problema

Projeto de algoritmos recursivos

» Calculo de polindbmios
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Entrada: Entrada:

» uma sequéncia de nimeros reais a,, a,_1,--.,a1,ao




Calculo de polindmios

Problema
Entrada:
» uma sequéncia de nUmeros reais a,, a,_1,--.,a1,ap

» um numero real x

Calculo de polindmios

Problema

Entrada:
> uma sequéncia de nimeros reais a,, a,_1,.--,a1,ao

» um numero real x

Saida:

» o valor do polindbmio

Po(x)=apx" +a,_1x" 1+ +ajx+ag

Calculo de polindmios

Problema

Entrada:
> uma sequéncia de nUmeros reais a,, a,_1,--.,a1,ap

» um ndmero real x

Saida:

Calculo de polindmios

Problema

Entrada:
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» um ndmero real x

Saida:

» o valor do polinébmio

Po(x)=apx" +a,_1x" 1+ +ajx+ag

» este é um problema bem simples




Calculo de polindmios

Problema

Entrada:
» uma sequéncia de nUmeros reais a,, a,_1,--.,a1,ap

» um numero real x
Saida:
»> o valor do polindmio

Po(x) = anx" +ap_1x" 1+ +a;x+ag

> este é um problema bem simples

> mas queremos fazer poucas adigoes e multiplicacoes

Primeira tentativa

Hipétese de inducao

Dada uma sequéncia de nUmeros reais a,,_1,...,a1,ag9 € Um
numero real x, sabemos calcular o valor de
Po_1(x)=an_1x" 1+ +a;x+ag.

» Caso base: n =0.
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Hipotese de inducao
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> devolvemos ag




Primeira tentativa

Hipétese de inducao

Dada uma sequéncia de nimeros reais a,,_1,...,a1,3p € Um
ndmero real x, sabemos calcular o valor de
P._1(x)=a,_1x" 1 +.--+ a;x + ag.

» Caso base: n =0.
> devolvemos ag

» Caso geral: n > 0.

Primeira tentativa

Hipétese de inducao

Dada uma sequéncia de nUmeros reais a,,_1,...,a1,ag9 € Um
numero real x, sabemos calcular o valor de
Po_1(x)=an_1x" 1+ +a;x+ag.

» Caso base: n =0.
> devolvemos ag

» Caso geral: n > 0.

» calculamos P,_;(x) recursivamente
> somamos a,x" ao resultado obtido

Primeira tentativa

Hipotese de inducao

Dada uma sequéncia de nimeros reais a,_1,...,a1,8g € um
ndmero real x, sabemos calcular o valor de
P._1(x)=a,_1x" 1 +.--+ a;x + ag.

» Caso base: n =0.
> devolvemos ag

» Caso geral: n > 0.
> calculamos P,_;(x) recursivamente

CALcuLO-PoLINOMIO(A, x)

1 sen=0

2 y < ag

3 sendo

4 A’ «—a,_q,...,ai,ag

5 y’ < CALcuLo-PoLINOMIO(A, x)
6 xn 1

7 parai <« latén

8 XN < XN - X

9 y<y +a, -xn

10 devolvay




Complexidade da primeira tentativa Complexidade da primeira tentativa
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n
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i=1
= (n + 3)n/2 multiplicagdes + n adicoes.




Complexidade da primeira tentativa

Seja T(n) o namero de operacdes aritméticas realizadas

nm:{q n=0

T(n—1)+(n+1) multiplicacées + 1 adicao, n>0.
Utilizando o método da iteracao

n
T(n)= Z[(I + 1) multiplicacées + ladicao]
i=1
= (n + 3)n/2 multiplica¢oes + n adicoes.

Observacoes:

Complexidade da primeira tentativa

Seja T(n) o namero de operacoes aritméticas realizadas

nm={Q n=0

T(n—1)+(n+1) multiplicacdes + 1 adicao, n>0.
Utilizando o método da iteracao

T(n)= ) [(i+1) multiplicacdes + ladicado]

n
i=1
= (n + 3)n/2 multiplicagdes + n adicoes.

Observacgoes:

> pode-se diminuir o nimero de multiplicagoes

> para isso, calculamos x" com exponenciacdo rapida

Complexidade da primeira tentativa

Seja T(n) o nimero de operac¢oes aritméticas realizadas

ﬂm={Q n=0

T(n—=1)+(n+1) multiplicagées + 1 adicao, n>0.
Utilizando o método da iteracao

n
T(n)= Z[(I + 1) multiplicacées + ladicao]
i=1
= (n+3)n/2 multiplicacdes + n adicoes.

Observacgoes:

> pode-se diminuir o nimero de multiplicagoes

Segunda solucao indutiva

Melhorando
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Segunda solucao indutiva

Melhorando
» no primeiro algoritmo, recalculamos poténcias de x.
» podemos reaproveitar o calculo de xn1

> paraisso, reforcamos a hipétese de inducao

Hipotese de inducao reforcada

Sabemos calcular P,_1(x) = a,_1x" !

o valor de x" 1,

+-.--+a;x+ag e também

» podemos fazer hipéteses mais fortes sobre a recursao

Segunda solucao indutiva

Melhorando
» no primeiro algoritmo, recalculamos poténcias de x.
» podemos reaproveitar o calculo de x"1

> paraisso, reforcamos a hipétese de inducao

Hipétese de inducao reforcada

Sabemos calcular P,,_1(x) = a,_1x" 1 +---+ a; x + ag € também
o valor de x" 1.

> podemos fazer hipéteses mais fortes sobre a recursao
> mas agora precisamos também devolver o valor de x"

> i.e., precisamos resolver um problema mais geral

Segunda solucao indutiva

Melhorando
» no primeiro algoritmo, recalculamos poténcias de x.
» podemos reaproveitar o calculo de xn-1

> paraisso, reforcamos a hipétese de inducao

Hipotese de inducao reforcada

Sabemos calcular P,,_1(x) = a,_1x" 1 +--- + a; x + ag € também
ovalor de x"~ 1.

» podemos fazer hipéteses mais fortes sobre a recursao

> mas agora precisamos também devolver o valor de x"

Segundo algoritmo

CALcuLO-PoLINOMIO(A, x)
sen=0
y < ag
xn «— 1
senao
A’ «—a,_q,...,a1,ag
v/, x" « CALcuLO-POLINOMIO(A’, x)
Xxn < x*x’
yey' +a,*xn
devolva y, xn

O OONOUNWN P




Complexidade do segundo algoritmo

Para essa versao temos

nm:{a n=0

T(n—1)+ 2 multiplicagdes + 1 adicao, n>0.
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Para essa versao temos

nm:{a n=0

T(n—1)+ 2 multiplicacées + 1 adicao, n > 0.
A solucao da recorréncia é

n
T(n)= Z(Z multiplicacoes + 1 adicdo)
i=1
= 2n multiplicagoes + n adi¢oes.

Complexidade do segundo algoritmo

Para essa versao temos

UM={Q n=0

T(n—1)+ 2 multiplicagbes + 1 adicao, n>0.

A solucao da recorréncia é

Terceira solucao indutiva
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Terceira solucao indutiva

Existem varias escolhas para a definicao do subproblema

Outra hipétese de inducao

Sabemos calcular P! ;(x) = a,x" 1 +a, 1x"2---+ay.

Terceira solucao indutiva

Existem varias escolhas para a definicdo do subproblema

Outra hipétese de inducéao

Sabemos calcular P/ ;(x)=a,x" 1 +a, 1x"2---+aj.

> essa versao é mais simples

> e precisamos de menos operagoes

Terceira solucao indutiva

Existem varias escolhas para a definicao do subproblema

Outra hipétese de inducao

Sabemos calcular P/ (x) = i Y O PR

> essa versao é mais simples

Algoritmo melhorado

CALcuLO-PoLINOMIO(A, x)
1 sen=0

2 y < ag

3 sendo

4 A’<—an_1,...,a1

5 y’ « CALcuLO-PoLINOMIO(A’, X)
6 y<—x*y'+ag

7 devolvay




Complexidade do algoritmo melhorado

Finalmente, temos

nm={Q n=0

T(n—-1)+1 multiplicagao + 1 adicdo, n>0.

Complexidade do algoritmo melhorado

Finalmente, temos

nm:{a n=0

T(n—1)+ 1 multiplicacao + 1 adicao, n>0.
A solucao é

n
T(n)= Z(l multiplicacao + 1 adicao)
i=1
= n multiplicacoes + n adigoes.

Complexidade do algoritmo melhorado

Finalmente, temos

0, n=0
T(n) =
T(n—1)+ 1 multiplicagdo + 1 adicdao, n>0.

A solugao é

Complexidade do algoritmo melhorado

Finalmente, temos

nm:{a n=0

T(n—-1)+ 1 multiplicacao + 1 adicao, n>0.
A solucao é
n
T(n)= Z(l multiplicacdo + 1 adicao)

i=1
= n multiplicacdes + n adigoes.

Esse algoritmo é chamado de regra de Horner.
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Vamos relembrar arvore binarias de busca Vamos relembrar arvore binarias de busca
» cada ndé v tem uma chave » cada ndé v tem uma chave
» a subarvore esquerda tem chaves menores » a subarvore esquerda tem chaves menores
» a subarvore direita tem chaves maiores » a subarvore direita tem chaves maiores

Definicao Definicao
O fator de balanceamento (f.b.) de um né v é a diferenca entre O fator de balanceamento (f.b.) de um né v é a diferenca entre
as alturas das subarvores esquerda e direita. as alturas das subarvores esquerda e direita.

> a arvore é balanceada se todo né tem f.b. limitado > a arvore é balanceada se todo né tem f.b. limitado

> e.g.,em uma arvore AVL, todo nétem f.b. —1,0 ou +1




Fator de balanceamento em arvores binarias Exemplo

Vamos relembrar arvore binarias de busca

> cada nd v tem uma chave
» a subarvore esquerda tem chaves menores

» a subarvore direita tem chaves maiores

O fator de balanceamento (f.b.) de um né v é a diferenca entre
as alturas das subarvores esquerda e direita.

> a arvore é balanceada se todo né tem f.b. limitado
> e.g.,em uma arvore AVL, todo né tem f.b. -1,0 ou +1 Uma arvore e o £.b. de cada né.

> uma arvore vazia tem f.b. igual a zero

Calculando o fator de balanceamento Calculando o fator de balanceamento

Problema Problema

Entrada:




Calculando o fator de balanceamento Calculando o fator de balanceamento

Problema Problema
Entrada: Entrada:
» uma arvore binaria A com n nés » uma arvore binaria A com n nés
Saida:

Calculando o fator de balanceamento Calculando o fator de balanceamento

Problema Problema
Entrada: Entrada:
» uma arvore binaria A com n nés » uma arvore binaria A com n nds
Saida: Saida:
> fatores de balanceamento de cada n6é de A > fatores de balanceamento de cada né de A

Vamos projetar o algoritmo indutivamente.




Problema Uma dificuldade
Entrada:

» uma arvore binaria A com n nés
Saida:

» fatores de balanceamento de cada n6 de A

Vamos projetar o algoritmo indutivamente.

Hipétese de inducao

Sabemos como calcular fatores de balanceamento de arvores
com menos que n noés.

Projeto recusivo Projeto recusivo

Uma dificuldade Uma dificuldade
> a definicao de f.b. nao é recursival > a definicao de f.b. nao é recursival
» o f.b. de um n6é depende das alturas das subarvores




Projeto recusivo Projeto recusivo

Uma dificuldade Uma dificuldade
> a definicao de f.b. nao é recursival > a definicao de f.b. nao é recursival
»> o f.b. de um n6 depende das alturas das subarvores »> o f.b. de um n6é depende das alturas das subarvores
» mas sabemos apenas o f.b. das subarvores > mas sabemos apenas o f.b. das subarvores
>

conclusao: é necessaria uma h.i. mais forte!

1. sen =0, a arvore a arvore é vazia, entao
Uma dificuldade

> a definicao de f.b. nao é recursival

» o f.b. de um n6é depende das alturas das subarvores
» mas sabemos apenas o f.b. das subarvores
>

conclusao: é necessaria uma h.i. mais forte!

Nova hipétese de inducao

Para um n > 0 qualquer, sabemos como calcular fatores de
balanceamento e alturas de arvores com menos que n nds.




Encontrando a solucao do subproblema Encontrando a solucao do subproblema
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> of.b. éigual O. > of.b. éigual O.
> aaltura éigual O.
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> aaltura éigual O. > aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né 2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né

> recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,




Encontrando a solucao do subproblema Encontrando a solucao do subproblema

1. sen=0,aéarvore a arvore é vazia, entao 1. se n=0,aarvore a arvore é vazia, entao
> of.b. éigual O. > of.b. éigual O.
> aaltura éigual O. > aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né 2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né

> recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h, > recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
» do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy » do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy
> por definicao, f.b. & h, — hy

Encontrando a solucao do subproblema Encontrando a solucao do subproblema

1. se n =0, a arvore a arvore é vazia, entao 1. sen =0, a arvore a arvore é vazia, entao
> of.b. éigual O. > of.b. éigual O.
> aaltura éigual O. > aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né 2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né
> recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h, > recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
» do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy » do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy
> por definicao, f.b. é h, — hy > por definicao, f.b. é h, — hy
> eaaltura é max(hg, hg)+1 > eaaltura é max(hg, hg)+1

Observagoes




Encontrando a solucao do subproblema

1. sen=0,aéarvore a arvore é vazia, entao
> of.b. éigual O.
> aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né

> recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
» do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy

> por definicao, f.b. & h, — hy
> eaaltura é max(hg, hg)+1

Observacgoes

> repare que nao precisamos de f.b. para das subarvores

Encontrando a solucao do subproblema

1. se n =0, a arvore a arvore é vazia, entao

> of.b. éigual O.
> aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né

> recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
» do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy

> por definicao, f.b. é h, — hy
> eaaltura é max(hg, hg)+1

Observacgoes
> repare que nao precisamos de f.b. para das subarvores
> mas obtemos a altura recursivamente

> de novo, fortalecer a h.i. simplificou o projeto do algoritmo

Encontrando a solucao do subproblema

1. se n=0,aarvore a arvore é vazia, entao

> of.b. éigual O.
> aaltura éigual O.

2. sen>0,a arvore tem pelo menos um né

recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy
por definicao, f.b. € h, — hy

e a altura é max(hg, hy)+1

YyvVyYvYyYy

Observagoes
» repare que nao precisamos de f.b. para das subarvores

» mas obtemos a altura recursivamente

Pseudocédigo do algoritmo

FATORALTURA(A)
sen=0
f<—0
h«O0
senao
fo, he < FATORALTURA(A.)
fg, hq < FATORALTURA(Ay)
f — he — hy
h <« max(hg, hg)+1
devolva f, h
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Complexidade

Seja T(n) o nimero de operacdes executadas no pior caso,

(1), n=0
T(na)+T(ng)+©(1), n>0,

onde ng, ng sao os nimeros de nds das subarvores.

Estimando o pior caso

> O pior caso parece acontecersen, =0eng=n-1

» Nesse caso, temos

Estimando o pior caso

» O pior caso parece acontecersen, =0eng=n-1

Estimando o pior caso

> O pior caso parece acontecersen, =0eng=n-1

» Nesse caso, temos

T(n)=T(h-1)+T(0)+O(1)
=T(n-2)+2T(0)+20(1)

= T(0)+nT(0)+nO(1)
=(n+1)0(1)+nO(1) = O(n).




Estimando o pior caso

» O pior caso parece acontecersen, =0eng=n-1

» Nesse caso, temos

T(n)=T(n—1)+ T(0)+O(1)
= T(n—2)+2T(0)+20(1)

=T(0)+nT(0)+nO(1)
=(n+1)©(1)+nO(1)=0(n).

Exercicio: argumente que este é, de fato, um pior caso.

Celebridades

Em um conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém
que é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao
conhece ninguém.

Projeto de algoritmos recursivos

» Problema da celebridade

Celebridades

Definicao
Em um conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém

que é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao
conhece ninguém.

> nem sempre existe uma celebridade




Celebridades Celebridades

Definicao Definicao
Em um conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém Em um conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém
que é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao que é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao
conhece ninguém. conhece ninguém.

> nem sempre existe uma celebridade > nem sempre existe uma celebridade

» mas s pode existir uma celebridade em S » mas soé pode existir uma celebridade em S

> queremos saber se existe uma celebridade em S

O problema da celebridade O problema da celebridade

Formalizando o problema: Formalizando o problema:
> queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
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Formalizando o problema:
» queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
> representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhecej, e M[i,j] =0 caso contrario

Problema

Entrada:




O problema da celebridade

Formalizando o problema:
»> queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
» representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhece j, e M[i,j] = 0 caso contrario

Problema

Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

O problema da celebridade

Formalizando o problema:
» queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
> representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhecej, e M[i,j] =0 caso contrario

Problema

Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

Saida:

» uma celebridade, se existir

O problema da celebridade

Formalizando o problema:
»> queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
» representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhece j, e M[i,j] = 0 caso contrario

Problema

Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

Saida:

O problema da celebridade

Formalizando o problema:
» queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
> representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhecej, e M[i,j] =0 caso contrario
Problema
Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

Saida:

» uma celebridade, se existir

Observacgoes




O problema da celebridade

Formalizando o problema:
»> queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
» representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhece j, e M[i,j] = 0 caso contrario

Problema

Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

Saida:
» uma celebridade, se existir

Observacoes
> para uma celebridade k, vale M[i, k] = 1 para todo i

O problema da celebridade

Formalizando o problema:
» queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
> representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhecej, e M[i,j] =0 caso contrario

Problema

Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M

Saida:

» uma celebridade, se existir

Observacgoes
> para uma celebridade k, vale M[i, k] =1 para todo i
> analogamente, vale M[k,i] = 0 para todo i

» um algoritmo simples verifica se cada pessoa é
celebridade, usando 2n(n — 1) operacoes

O problema da celebridade

Formalizando o problema:
»> queremos descrever o conhecimento entre n pessoas
» representamos isso com uma matriz binaria n x n
> M][i,j] =1 seiconhece j, e M[i,j] = 0 caso contrario

Problema
Entrada:

» um conjunto de n pessoas e a matriz associada M
Saida:

» uma celebridade, se existir

Observacoes
> para uma celebridade k, vale M[i, k] = 1 para todo i
> analogamente, vale M[k,i] = 0 para todo i

Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:
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Hipétese de inducao

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjuntode n —1
pessoas ou decidir que nao existe.

Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:

Hipotese de inducao

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjuntode n—1
pessoas ou decidir que nao existe.

> sen =1, alnica pessoa no conjunto é uma celebridade
> sen>2

Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:

Hipétese de inducao
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» se n =1, alnica pessoa no conjunto é uma celebridade

Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:

Hipotese de inducao

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjuntode n — 1
pessoas ou decidir que nao existe.

> sen =1, alnica pessoa no conjunto é uma celebridade
> sen>2
> represente o conjunto de pessoas como S ={1,2,...,n}



Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:

Hipétese de inducao

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjuntode n —1
pessoas ou decidir que nao existe.

» se n =1, alnica pessoa no conjunto é uma celebridade

> sen>2
> represente o conjunto de pessoas como S ={1,2,...,n}
> podemos encontrar celebridadeem S’ ={1,2,...,n—1}

Dois casos:

Argumento indutivo

Um argumento indutivo pode ser:

Hipétese de inducao

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjuntode n —1
pessoas ou decidir que nao existe.

» se n =1, alnica pessoa no conjunto é uma celebridade
> sen>2
> represente o conjunto de pessoas como S ={1,2,...,n}
> podemos encontrar celebridadeem S”’ ={1,2,...,n—1}
> como isso ajuda na instancia original?

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’




Dois casos:
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» se M[n,k]=1e M][k,n] =0, entdo k é celebridade em S

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’
> se M[n,k]=1eM][k,n] =0, entdo k é celebridade em S
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Dois casos:
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> sendo, n ainda poderia ser celebridade

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’
» se M[n,k]=1eM][k,n]=0, entdo k é celebridade em S
> senao, n ainda poderia ser celebridade
2. Nao existe celebridade em S’
> nesse caso, apenas n poderia ser celebridade




Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’

» se M[n,k]=1e M][k,n] =0, entdo k é celebridade em S
> sendo, n ainda poderia ser celebridade

2. Nao existe celebridade em S’
> nesse caso, apenas n poderia ser celebridade

» em qualquer caso, precisamos verificar se n é celebridade

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’

> se M[n,k]=1eM][k,n] =0, entdo k é celebridade em S
> senao, n ainda poderia ser celebridade

2. Nao existe celebridade em S’
> nesse caso, apenas n poderia ser celebridade

» em qualquer caso, precisamos verificar se n é celebridade
> temos que verificar se M[n,j]=0e M[j,n]=1paraj<n

» também obtemos um algoritmo quadréatico

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S’

» se M[n,k]=1e M][k,n] =0, entdo k é celebridade em S
> sendo, n ainda poderia ser celebridade

2. Nao existe celebridade em S’
> nesse caso, apenas n poderia ser celebridade

» em qualquer caso, precisamos verificar se n é celebridade

> temos que verificar se M[n,j]=0e M[j,n]=1paraj<n

Segunda tentativa

Suponha que s nao é celebridade
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> considere duas pessoas i e j




Segunda tentativa

Suponha que s nao é celebridade
> podemos fazer a chamada recursiva para S’ =S\ {s}

> e nao precisariamos verificar s depois

Como encontrar alguém que nao é celebridade?
» considere duas pessoas i e j

> se M[i,j] =1, entdo i ndo é celebridade

Segunda tentativa

Suponha que s nao é celebridade
> podemos fazer a chamada recursiva para S’ = S\ {s}

» e nao precisariamos verificar s depois

Como encontrar alguém que nao é celebridade?
> considere duas pessoasi e j
> se M[i,j] =1, entdo i ndo é celebridade

> mas se M[i,j] =0, entdo j ndo é celebridade

Vamos usar a mesma hipdtese anterior

Segunda tentativa

Suponha que s ndo é celebridade
> podemos fazer a chamada recursiva para S’ =S\ {s}

» e nao precisariamos verificar s depois

Como encontrar alguém que nao é celebridade?
> considere duas pessoas i e j
> se M[i,j] =1, entdo i ndo é celebridade

> mas se M[i,j] =0, entdoj ndo é celebridade

Segunda tentativa

Suponha que s nao é celebridade
> podemos fazer a chamada recursiva para S’ = S\ {s}

» e nao precisariamos verificar s depois

Como encontrar alguém que nao é celebridade?
> considere duas pessoas i e j
> se M[i,j] =1, entdo i ndo é celebridade

> mas se M[i,j] =0, entdo j ndo é celebridade

Vamos usar a mesma hipotese anterior

> j.e., consideramos o mesmo subproblema




Segunda tentativa

Suponha que s nao é celebridade
> podemos fazer a chamada recursiva para S’ =S\ {s}

> e nao precisariamos verificar s depois

Como encontrar alguém que nao é celebridade?
» considere duas pessoas i e j
> se M[i,j] =1, entdo i ndo é celebridade

> mas se M[i,j] =0, entdoj ndo é celebridade

Vamos usar a mesma hipétese anterior
> i.e., consideramos o mesmo subproblema

» mas escolhemos a subinstancia mais cuidadosamente

Exemplo 4 - Complexidade

Seja T(n) o nimero de operacdoes executadas

Encontrando uma celebridade

O algoritmo devolve NIL se nao houver celebridade.

CELEBRIDADE(S, M)
1 se|S|=1
2 seja k a Gnica pessoa em S
3 sendo
4 sejam i,j duas pessoas em S
5 se M[i,j]=1
6 S«
7 senao
8 S« j
9 S’ S\{s}
10 k «CEeLEBRIDADE(S’, M)
11 se k =NILou M[s,k]=0ou M[k,s]=1
12 k <« NIL
13 devolva k

Exemplo 4 - Complexidade

Seja T(n) o nimero de operacoes executadas

] o), n=1
T(”)‘{ T(n-1)+O(1), n>1.




Exemplo 4 - Complexidade Exemplo 4 - Complexidade

Seja T(n) o nimero de operacdes executadas Seja T(n) o nimero de operacdes executadas
| e1), n=1 | ©(1), n=1
T(n) = { T(n-1)+0O(1), n>1. T{n)= { T(n-1)+0O(1), n>1.

A solucao da recorréncia é A solucao da recorréncia é

Z@(l) = nO(1)=O(n).
1

Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema

Projeto de algoritmos recursivos

» Subsequéncia consecutiva maxima
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Subsequéncia consecutiva maxima (SCM) Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)
Problema Problema
Entrada: Entrada:
> uma sequéncia X = x1,x,..., X, de nimeros reais > uma sequéncia X = x1,x,..., X, de nimeros reais
Saida: Saida:
> uma subsequéncia consecutiva Y = xj, Xjy1,..., X},

onde 1 <i,j < n, cuja soma seja maxima.




Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema
Entrada:

> uma sequéncia X = x1,x,..., X, de nimeros reais

Saida:

> uma subsequéncia consecutiva Y = X, Xj11,...,X;,
onde 1 <i,j < n, cuja soma seja maxima.

Exemplos:

Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema
Entrada:

> uma sequéncia X = x1,x,..., X, de nimeros reais

Saida:

> uma subsequéncia consecutiva Y = xj, Xjy1,..., X},
onde 1 <ij,j <n, cuja soma seja maxima.

Exemplos:
X=1[4,2,-7,3,0,-2,1,5,-2] Resp: Y=[3,0,-2,1,5]
X =[-1,-2,0] Resp: Y =[0]ou Y =[]

Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema
Entrada:

> uma sequéncia X = x1,x>,...,X,, de nimeros reais

Saida:

> uma subsequéncia consecutiva Y = X, Xj11,...,X;,
onde 1 <i,j < n, cuja soma seja maxima.
Exemplos:

X=1[4,2,-7,3,0,-2,1,5,-2] Resp: Y=[3,0,-2,1,5]

Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema
Entrada:

> uma sequéncia X = x1,x,..., X, de nimeros reais

Saida:

> uma subsequéncia consecutiva Y = xj, Xjy1,..., X},
onde 1 <i,j < n, cuja soma seja maxima.

Exemplos:
X=1[4,2,-7,3,0,-2,1,5,-2] Resp: Y=[3,0,-2,1,5]
X =[-1,-2,0] Resp: Y =[0]ou Y =[]

X =[-3,-1] Resp: YV =[]



Hipotese de inducao

Sabemos calcular a SCM de sequéncias de comprimento n — 1.

Hipétese de indugao

Sabemos calcular a SCM de sequéncias de comprimento n— 1.

> considere uma sequéncia X = x1,X2,..., X,

> removendo x,,, obtemos uma sequéncia menor X’

Hipotese de inducao

Sabemos calcular a SCM de sequéncias de comprimento n — 1.

» considere uma sequéncia X = x1, X2,..., X,

Hipétese de inducao

Sabemos calcular a SCM de sequéncias de comprimento n — 1.

> considere uma sequéncia X = x1,X2,..., X,
> removendo x,, obtemos uma sequéncia menor X’

» usando a h.i., obtemos uma SCM Y’ = x;, x;,1,..., x; de X’
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1. Y =0:sex,>0,faca Y = x,,sendofaca Y =0
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2. j=n-1:sex,>0,faca Y =Y'|x,, sendofaca Y =Y’ 2. j=n-1:sex,>0,faca Y =Y'|x,, sendofaca Y =Y’

3. j<n-1: consideramos dois subcasos




Ha trés casos a analisar

1. Y =0:sex,>0,faca Y = x,,,sendofaca Y =0
2. j=n-1:sex,>0,facaY =Y/||x,, sendofaca Y =Y’
3. j<n-1: consideramos dois subcasos

> se Y’ for uma SCM de X, entdo basta fazer Y = Y’

Refletindo

» podemos executar os dois primeiros casos rapidamente

Ha trés casos a analisar
1. Y =0:sex,>0,faca Y = x,,sendofaca Y =0
2. j=n-1:sex,>0,facaY =Y/||x,, sendofaca Y =Y’
3. j<n—1: consideramos dois subcasos

» se Y’ for uma SCM de X, entdo basta fazer Y = Y’

> caso contrario, x,, faz parte de uma SCM de X e fazemos
Y = Xg, Xk 41, .-, Xp, paraalgum k <n—1.

Refletindo

» podemos executar os dois primeiros casos rapidamente

» mas para o ultimo caso, a h.i. nao fornece o valor de k




Refletindo Refletindo

» podemos executar os dois primeiros casos rapidamente » podemos executar os dois primeiros casos rapidamente
> mas para o ultimo caso, a h.i. nao fornece o valor de k > mas para o ultimo caso, a h.i. nao fornece o valor de k
> mas, nesse caso, sabemos que uma SCM é > mas, nesse caso, sabemos que uma SCM é

Y = Xk Xk41s++2 Xn=1,Xn» Y = Xk Xik41s+e9 Xn=1,Xn»

» ou seja, Y € um sufixo de X

Refletindo Hipotese de inducao reforcada

» podemos executar os dois primeiros casos rapidamente

> mas para o Ultimo caso, a h.i. ndo fornece o valor de k Hipoétese de inducao reforcada

> & . .
mas, nesse caso, sabemos que uma SCM & Sabemos calcular a SCM e o sufixo de maior soma de

sequéncias de comprimento n — 1.
Y = Xp Xka1r--» Xn—1rXn»r

» ou seja, Y é um sufixo de X

» basta conhecer também o sufixo de maior soma de X’




Hipotese de inducao reforcada Hipotese de inducao reforcada

Hipotese de indugao reforcada Hipotese de indugao reforcada

Sabemos calcular a SCM e o sufixo de maior soma de Sabemos calcular a SCM e o sufixo de maior soma de
sequéncias de comprimento n — 1. sequéncias de comprimento n — 1.
> consideramos também sequéncia de tamanho n =0 > consideramos também sequéncia de tamanho n =0

» nesse caso, o sufixo de maior soma e a SCM sado vazias

Entrada e saida do subproblema Entrada e saida do subproblema

Subproblema

Entrada:
» um inteiro n

> n ndmeros reais X = X1, X2,..., X,




Entrada e saida do subproblema

Subproblema

Entrada:
> um inteiro n

> n nUdmeros reais X = X1, X2,..., X,

Saida:
> inteiros i, j, k tais que
> Y =X, Xi41,...,X; € uma SCM de X
> S =Xy, Xk11,---, Xp € um sufixo de soma maxima de X

SCM(X, n):
1 sen=0
i,j,k < 1, MaxSeq, MaxSuf < O
senao
i,j, k, MaxSeq, MaxSuf < SCM(X,n —1)
MaxSuf <« MaxSuf + x,,
se MaxSuf <0
k<~ n+1, MaxSuf < 0O
se MaxSuf > MaxSeq
i <k, j < n, MaxSeq < MaxSuf
devolva i, j, k, MaxSeq, MaxSuf
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Entrada e saida do subproblema

Subproblema

Entrada:
> um inteiro n

> n nUdmeros reais X = X1, X2,..., X,

Saida:
> inteiros i, j, k tais que
> Y =X, Xi41,...,X; € uma SCM de X
> S =Xy, Xk41,---, Xn € um sufixo de soma maxima de X

» ndmeros reais MaxSeq, MaxSuf tais que

> asomade Y é MaxSeq
> asomade S é MaxSuf

Complexidade

O tempo de execucao T(n) de SCM é




Complexidade

O tempo de execucao T(n) de SCM é

Complexidade

O tempo de execucao T(n) de SCM é

A solucao desta recorréncia é

Z@(l): no(1) = O(n).
1

Complexidade

O tempo de execucao T(n) de SCM é

A solugao desta recorréncia é
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