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Paradigmas de Projeto de Algoritmos Algoritmos Gulosos (Gananciosos)

@ Divisdo e Conquista
o Aleatorizacdo @ Informalmente, um algoritmo guloso toma uma decisdo que parece
o

Projeto por Inducio ser a melhor possivel naquele momento (Escolha Gulosa).

@ N3o faz uma analise global para tomar essa decisdo.

Algoritmos Gulosos
@ Nio se “arrepende” dessa decisio.

Programagdo Dindmica

etc, etc...
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

Algoritmos Gulosos - Vantagens

@ Vantagens:

» Normalmente é facil criar um critério guloso.
» Normalmente é facil de implementar.
» Normalmente a complexidade é baixa e facil de analisar.

@ Desvantagens:

» A maioria dos critérios gulosos n3o vai levar a uma solucdo correta.
» Provar que um critério guloso leva a solu¢do pode ser trabalhoso.
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Problema do Escalonamento Ponderado

@ Suponha que vocé tenha uma maquina que faz alguma atividade.

@ Trabalhos diferentes, cada trabalho i tem um tempo de execucdo
l;, e uma prioridade w;, prioridade maior indica uma tarefa mais
importante.

@ Seja | o conjunto de todos os trabalhos, e ¢; o tempo de
conclusdo do trabalho J.

@ Em que ordem devo executar os trabalhos para minimizar

E Ci - w;

icl
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Algoritmos Gulosos - Contexto

@ Estamos interessados em algoritmos que encontrem a solucio
correta para um dado problema.

@ Algoritmos Gulosos também podem ser usados como heuristicas
para encontrar boas solucdes para problemas de otimizacdo. N3o
necessariamente encontra a melhor solu¢do, nem por isso estdo
incorretos.

Problema do Escalonamento Ponderado - Exemplo

@ Trés trabalhos I, =1, [, =2e /. =3

01 2 3 4 5 6
[alb ¢ |
@ Qual o tempo de término de cada atividade? ¢c; =1, ¢, =3 e
cc = 6.

@ Se as prioridades forem, w; = 3, wp, =2 e w, = 1. Quanto é:

Zc,--w,-:1~3+3-2+6-1:15
iel
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Problema do Escalonamento Ponderado

Problema do Escalonamento Ponderado - Critério Guloso

Poderiamos criar um algoritmo forca-bruta para encontrar a ordem
que minimiza > ., G - w;.
Testar todas as permutacdes possiveis.

Mas existem n! permutacdes.

Podemos fazer melhor?

Vamos tentar criar uma pontuacio para guiar a nossa escolha.
Essa pontuacdo tem que ser crescer se a prioridade for maior.
E tem que diminuir quanto mais longa.

Podemos pensar em pelo menos 2 tentativas claras:

Tentativa 1: w; — /;

Tentativa 2: %

9/33

11/33

Problema do Escalonamento Ponderado - Critério Guloso

@ Caso 1: Todos os trabalhos tem comprimento igual, mas
prioridades diferentes. Qual seria um bom critério guloso? Maior

Vamos tentar criar alguns critérios gulosos.

ou menor prioridade na frente?

o Caso 2: Todas as prioridades s3o iguais, mas o tempo de execu¢io
é diferente. Qual seria um bom critério guloso? Curtas ou Longas

primeiro?

@ Caso 3: Se vocé tiver um trabalho curto com alta prioridade, e um
longo com baixa prioridade? Qual executar primeiro?

@ Caso 4: Trabalho longo com alta prioridade e outro curto com

baixa prioridade?

Problema do Escalonamento Ponderado - Critério Guloso

a
b

@ Tentativa 1:

=5
Jy =2

@ Tentativa 2:

Wi

Tentativa 1:

wy— I, =3—-5=-2
Wb—/b:]_—2:—1
Vai colocar b primeiro
ca=Tec,=2
FO.=7-34+2.-1=23

Tentativa 2:
Wy __
L —
wp

I =
Vbai colocar a primeiro
ca=bec,=7
FO.=5-347-1=22

N = C1lw
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Problema do Escalonamento Ponderado - Corretude

@ Suponha que renomeamos os trabalhos de forma que

w1 w2

ok

@ O critério da Tentativa 2 ira escalonar os trabalhos nessa ordem

ot =1,2,3,...,n.

@ Suponha que exista uma outra sequencia étima o # o* tal que

F.O.(c) < F.O.(c¥)

Problema do Escalonamento Ponderado - Corretude

@ Sabemos que se i > j, entdo

w3

> —>...> —

h

-

@ portanto o que é economizado é maior que o gasto. Portanto a
F.O. desse novo escalonamento € MENOR. Entdo o n3o pode ser

6timo.

'</,"WJ'
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@ Em o vai existir duas atividades em sequencia, /7, j tal que i é

executado antes de j mas i > j.
FO. (o) =A+c-wi+t¢g-w+B

@ Suponha que trocamos essas duas atividades.

novo custo = A+ (¢i + ;) -wi+ (¢ —f}) -wj + B
=A+c-wi+tli-witc-w—Ili-w+B

@ A diferenca ent3o é

e Podemos calcular todas as razdes em O(n)

@ Ordenar em tempo O(nlog n)

e Portanto a complexidade total do algoritmo é O(nlog n)

Problema do Escalonamento Ponderado - Corretude

Problema do Escalonamento Ponderado - Complexidade
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Representacdo de Caracteres

@ Tradicionalmente caracteres s3o representados em binarios
através de uma codificacdo de tamanho fixo, ou seja, todo
caracteres tem o mesmo numero de bits, tradicionalmente 8 bits.

@ Para simplificar, considere um alfabeto bem pequeno, de 6 letras

{a, b, cdef}

o Para representar esse alfabeto poderiamos usar uma
representacio de 3 bits.

a b c d e f
000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101

@ Para representar a palavra "babaca” precisariamos de 18 bits:

001000001000010000

@ Para representar um texto de 100.000 caracteres, precisariamos
de 300.000 bits.

17/33
Porém ndo funcionarial
alb| c|d| e ]| f
0[1|00|01]|10]11
o N3o é possivel decodificar uma palavra. Por exemplo:
1010000
@ Poderia ser “babaca”. Mas também poderia ser “eeca” ou
“bdaaaa”
@ O Problema é que o cédigo de um caractere é prefixo de outro
caractere.
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Compressao de Dados

@ Suponha agora que queremos comprimir o texto, de forma a
ocupar uma quantidade de bits menor.

@ Uma ideia é utilizar uma codificacdo de tamanho variavel, ao
invés da de tamanho fixo.

e Considere a seguinte codificagdo (Spoiler: N&o vai funcionar)
a|lb|c|d]|e]f

0j1(00|01]|10] 11

o Para representar a palavra “babaca” precisariamos agora de
apenas de 7 bits:

1010000

@ Para representar um texto de 100.000 caracteres, precisariamos
de menos de 200.000 bits.

Solucio

o Codificagdo de tamanho variavel livre de prefixo.

al b C d e f
0] 101 | 100 | 111 | 1101 | 1100

@ Dessa forma uma codificagdo n3o sera ambigua.

101010101000

@ Com essa codificacdo a palavra “babaca” precisa de 12 caracteres.
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Solucio

e Utilizando essa codificacdo em um texto de 100.000 caracteres,
em que cada um aparece com a seguinte frequéncia:

a b C d e f
0 101 100 111 | 1101 | 1100
45% | 13% | 12% | 16% | 9% 5%

@ Seriam necessarios:

(45x1+13x3+12x3+16x3+9x4+5x4)x1000 = 224.000

o Compressdes de até 90%

@ Como escolher uma boa codificacdo?

Cédigo de Huffman

@ Construindo a arvore
a c d e f
45% | 13% | 12% | 16% | 9% | 5%
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C

6digo de Huffman

@ Criaremos uma arvore binéaria f\
que representa uma 0 1

codificacdo. (aj/
@ A cada ramificacdo para a
esquerda temos um bit 0 e 0 1

cada ramificacdo a direita f{
temos um bit 1. )

@ As folhas representam os J
caracteres. @ @ }{ @
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Codigo de Huffman

1

Algoritmo 1: Algoritmo de Huffman

Entrada: Um alfabeto C e suas frequéncias
Saida: Um cédigo de tamanho variavel livre de prefixo
1 Seja Q uma fila de prioridade, inicialmente vazia.;
2 para cada c em C faca
3 Q.insere(c);
4 enquanto |Q| > 1 faca
5 Criar novo N6 V:
6 V.esq = ExtraiMin(Q);
7 V.dir = ExtraiMin(Q);
8 V.freq = V.esq.freq + V.dir.freq;
9 Q.inserir(V);
0 devolva Arvore construida;
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Complexidade Custo de uma codificacdo

Algumas notac¢des
_ _ o _ @ T & uma arvore binaria representando uma codificacdo
@ Criar a fila de prioridade usando um Heap, pode ser feito em

O(nlog n) (na verdade da para fazer até em O(n)). e dr(c) é a distancia da raiz até o n6 do caractere ¢

@ No laco da linha 3, cada iteracdo reduz o tamanho da fila em 1, © f(c) & a frequéncia do caractere c

entdo serdo executadas O(n) iteracdes. »
Tamanho do texto codificado

@ Dentro do laco, 2 extracbes e uma insercio, que podem todas ser
feitas em O(log n).
e Portanto a complexidade total do algoritmo é O(nlog n) B(T) = Z f(c)dr(c)
ceC

@ o namero de bits de um texto codificado por T &

@ dizemos que B(T) é o custo de T
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Escolha gulosa Escolha gulosa (cont)

Lema (Escolha gulosa)

Sejam x e y os nds correspondentes aos dois caracteres com as
menores frequéncias em C. Ent3o:

@ existe codificacdo 6tima em que x e y sdo folhas irm3s

@ elas estdo tdo distantes da raiz quanto qualquer folha

@ aplicando a definicdo de B e cancelando termos idénticos,

Demonstracio: B(T) - B(T') = Z f(c)dr Z f(c)dr(c

@ considere uma arvore 6tima T ceC cecC

@ sejam a e b duas folhas irmas mais profundas = f(x)dr(x) + f(a)dr(a) — f(x)dr (x) — f(a)dr/(a)
@ e sejam x e y as duas folhas de menor frequéncia = f(x)d7r(x) + f(a)dr(a) — f(x)dr(a) — f(a)dT(x)
@ construa uma arvore T’ trocando a e x = (f(a) — f(x))(dr(a) — dr(x)) = 0

@ e depois uma arvore T"” trocando b por y

@ assim, B(T) > B(T’) e, analogamente, B(T') > B(T")

@ vamos mostrar que T” também é uma arvore 6tima 0 Y o )
@ como T é 6tima, T” também é 6tima e o enunciado segue
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Subestrutura 6tima

Lema (Subestrutura étima)

Suponha que

@ x ey sdo os dois caracteres com menores frequéncias

Entdo T é uma arvore étima para C.

C'= C\ {x,y}U{z} é alfabeto com f(z) = f(x) + f(y)
T' é uma arvore 6tima para o alfabeto C’

T é obtida de T' substituindo-se z por duas folhas x e y
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Subestrutura 6tima (cont)

Vamos mostrar que T & uma arvore étima para C

considere uma arvore 6tima T* para C
pelo lema, supomos que x e y sio folhas irm3s em T*

construa T a partir de T* trocando x e y por z

A

fazendo f(z) = f(x)+ f(x), temos B(T) = B(T*) —f(x) — f(y)
como T é viavel para C’ e T’ & 6tima, B(T') < B(T)
dai,

B(T) = B(T') + f(x) + f(y)
< B(T) + f(x) + f(y)
= B(T*) — f(x) — f(y) + f(x) + f(y)
= B(T%)

entdo, de fato, T & 6tima para C
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Subestrutura 6tima (cont)

Comparando os custosde T e T’

@ se c € C\ {x,y}, entdo

f(c)dr(c) = f(c)dr(c)
@ como os cédigos de x e y tém um bit a mais que z, sabemos que

F(x)dr(x) + F(y)dr(y) = (F() + F(y))(dr(2) +1)
= F(2)dr(2) + (F(x) + F(y))

@ portanto, B(T) = B(T') + f(x) + f(y)
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Correcdo do algoritmo de Huffman

Teorema
Huffman constréi uma codificacdo 6tima.

Demonstracio:
@ seja T a codificacdo devolvida pelo algoritmo
@ associamos cada n6 de T a um caractere distinto

@ vamos mostrar que T é 6tima por indugdo em |C|
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Correcdo do algoritmo de Huffman (cont)

Considere |C| =1
@ nesse caso, o algoritmo devolve um anico né

@ que é uma solucdo 6tima

Agora, suponha que |C| > 2

@ sejam x e y os caracteres escolhidos na primeira iteracio

@ seja z um caractere com f(z) = f(x) + f(2)

@ considere um conjunto de caracteres C' = C\ {x,y} U {z}

@ a arvore devolvida pelo algoritmo para C' é T"=T —x —y
e como |C’'| < |C]|, por hipétese de indugdo, T’ é 6tima para C’

entdo, pela subestrutura 6tima, T & 6tima para C
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