Lista 2 - M(C458 - Gabarito

Tema: Analise Assintotica

1. Sejam f e g funcgoes reais nao decrescentes definidas nos inteiros positivos, com
f(n) e g(n) maiores ou iguais a 1 para todo n. Assuma que f(n) = O(g(n)), e
seja ¢ uma constante positiva. A afirmacgao f(n)-log,(f(n)¢) = O(g(n)-logy(g(n)))
é verdadeira?

Resposta: d) As vezes sim, as vezes nao, dependendo das fungoes f e g.

Demonstragao/Justificativa:
Usando propriedades de logaritmo, reescrevemos o termo da esquerda como f(n)-log,(f(n)¢) =

c- f(n)logy(f(n)).

L.

I1.

Caso em que a afirmagao é FALSA (Contraexemplo):

Seja g(n) = 1 para todo n. Como g(n) > 1 e é constante, satisfaz todas as hipoteses.
O lado direito resulta em:

g(n) logy(g(n)) = 1+ logy(1) = 0
Pelo enunciado, f(n) > 1. Como f(n) = O(g(n)), existe M > 0 tal que 1 < f(n) <
M - 1. Escolhendo a fungao constante f(n) =2 (com M = 2), temos:

¢ f(n)logy(f(n)) =c-2-logy(2) =2¢>0
Como 2c¢ > 0, nao existe constante C' > 0 tal que 2¢ < C - 0. Logo, para este caso,
a relacao O falha.

Caso em que a afirmagao é VERDADEIRA (quando g(n) — 00):
Como f(n) = O(g(n)), existem ¢y > 0 e ny tais que f(n) < ¢ - g(n) para todo
n > ny. Aplicando o logaritmo em ambos os lados:

logy(f(n)) <logy(co - g(n)) = logy(co) + logy(g(n))

Como g(n) — oo, o termo log,(g(n)) cresce sem limites, enquanto log,(cy) é uma
constante fixa.

e Se ¢y < 1, entdo log,(cp) < 0. Assim, log,(co)+1ogy(g(n)) < 1-logy(g(n)) (basta
tomar k = 1).

e Se ¢y > 1, como g(n) — oo, existe ny a partir do qual g(n) > ¢q. Isso garante
que logy(g(n)) > logy(cg). Substituindo o termo constante:

logy(co) +logy(g(n)) < logy(g(n)) + logy(g(n)) = 2 - logy(g(n))

Portanto, escolhendo k = 2 e ng = max(ny, ns), temos log,(f(n)) < k -logy(g(n)).
Multiplicagao dos termos para o resultado final:
Multiplicando as duas desigualdades obtidas (f(n) < cog(n) e logy(f(n)) < klogy(g(n))):

f(n) -1ogy(f(n)) < (co - g(n)) - (k -logy(g(n))) = (co - k) - [g(n) logy(g(n))]
Multiplicando pela constante ¢ > 0:
f(n) -1ogy(f(n)%) = ¢ - f(n)logy(f(n)) < (c-co-k)-[g(n)logy(g(n))]
Tomando a constante C' = ¢ - ¢g - k, provamos que f(n) - log,(f(n)¢) = O(g(n) -

logy(g(n)))-



Como a veracidade depende de g(n) tender ao infinito ou ser constante, a afirmagao vale
as vezes sim, as vezes nao, dependendo das funcoes f e g.

. Assuma novamente duas fungoes positivas e nao decrescentes f e g tais que
f(n) = O(g(n)). E verdade que 2/ = O(29()?

Resposta:
c) As vezes sim, as vezes nio, dependendo das funcgoes f e g.
d) Sim, sempre que f(n) < g(n) para todo n suficientemente grande.

Demonstragao/Justificativa:
Fundamentagao Teérica (Critério do Limite para a Notacao O):
Sejam a(n) e b(n) duas fungdes estritamente positivas. O Teste do Limite estabelece que:

= lim a(n)
b )

i) Se L < oo (incluindo L = 0), ent@o a(n) = O(b(n)), pois a razao permanece limitada
superiormente por uma constante a medida que n cresce.

ii) Se L = oo, entao a(n) ¢ O(b(n)), pois a(n) cresce assintoticamente mais rapido do
que qualquer multiplo constante de b(n).

Analise das Alternativas:

I. Justificativa da Alternativa c) (A relagdo as vezes vale e as vezes nao):

e Caso em que a afirmagao é FALSO (Nao vale):
Sejam f(n) = 2n e g(n) = n. Temos f(n) = O(g(n)) (pois 2n < 2-n). Aplicando
o Teste do Limite para as exponenciais:
- 2f(m) o 9n ) .
i gy = Ji e = 2 =
Pelo item (ii) do Teorema do Limite, 22" ¢ O(2").
e Caso em que a afirmagao € VERDADEIRA (Vale):
Sejam f(n) =n+1e g(n) =n. Temos f(n) = O(g(n)) (pois n +1 < 2n para
n > 1). Aplicando o Teste do Limite para as exponenciais:

2f(n) . 2n+1

SR T

Pelo item (i) do Teorema do Limite, como o limite é uma constante finita (L =
2), conclui-se que 2" = O(2").

Como existem pares de fungoes que satisfazem a propriedade e outros que a violam,
a afirmacao depende das funcoes escolhidas.

I1. Justificativa da Alternativa d) (Condigao suficiente):
Se f(n) < g(n) para todo n > ng, aplicando a propriedade da monotonicidade da
funcdo exponencial 2% (que é estritamente crescente), temos:

2f(n) < 99(m) — 1. 290 iy > g,

Pela defini¢ao formal de O (a(n) < ¢-b(n)), basta escolher a constante ¢ = 1 e o
mesmo ng. Logo, a relagio 2/ = 0(29(")) é garantida sempre que f(n) < g(n)
para n grande.



3. Organize as seguintes funcoes em ordem crescente de taxa de crescimento, de
modo que g(n) venha logo ap6s f(n) na sua lista se, e somente se, f(n) = O(g(n)):

Resposta:

ovieen o\ /< pld < pdB < 10m

Demonstracao/Justificativa:
Analise detalhada de cada termo:

L.

I1.

I11.

Reescrita de 2V!°%2" via propriedade de logaritmo:

Pela propriedade fundamental dos logaritmos, sabemos que 222" = n. Reescrevendo
log, n

o expoente /log, n como —=2=, podemos reescrever a fun¢ao da seguinte forma:
\/logy n

logg n 1 1
2\/ IOan — 2\/10g2n — (210g2n> \loggn — n«/loggn

Como lim,,_,+ \/ﬁ = 0, o expoente de n tende a zero quando n — oo. Logo,
2

esta funcgao cresce assintoticamente mais devagar do que qualquer polindémio n¢ com
constante € > 0. Em particular:

1
) 2,/log2n . n\/loan ) 1 —0.5 ]
lim = lim ——— = lim nVieezr 7~ =0 = 2V %" = o(\/n)
n—o00 \/ﬁ n—oco N0 n—o00

Comparacgao das poténcias polinomiais (y/n, n'®, n%?):
Para funcoes do tipo n*, a taxa de crescimento ¢ determinada estritamente pela
magnitude do expoente k:

e /n =n" (expoente 0.5)

e n'5 =n3/? (expoente 1.5)
o 153 2 n16%7 (expoente 1.667)
Como 0.5 < 1.5 < 3, temos que \/n = o(n'?) e n'® = o(n"/3).

Comparagao com a fungao exponencial (10"):
Fungoes exponenciais de base maior que 1 crescem estritamente mais rapido do que
qualquer funcdo polinomial n*. Assim, para qualquer k > 0:

/3
lim —on =0 = 0 = 0(10")

Portanto, a ordenagao crescente correta da taxa de crescimento é:

oviesn o /o< !t < 3 < 10n

4. Provas formais pela definigao:

Fundamentagao Teorica (Defini¢oes Formais de Notagao Assintotica):
Sejam f(n) e g(n) fungdes assintoticamente nao negativas definidas nos inteiros positivos.

e Notagao Big-O (0): f(n) = O(g(n)) se e somente se existem constantes reais

c>0eng >0 tais que:

0< f(n)<c-g(n), Yn>ng



Notagao Big-Omega (2): f(n) = Q(g(n)) se e somente se existem constantes
reais ¢ > 0 e ng > 0 tais que:

0<c-g(n)<f(n), ¥Yn>ng

Notacao Big-Theta (©): f(n) = O(g(n)) se e somente se existem constantes reais
c1,co > 0 e ng > 0 tais que:

0<c-g(n) < f(n)<c-gn), Vn>mng

Nota: f(n) =0(g(n)) se e somente se f(n) = 0O(g(n)) e f(n) =Q(g(n)).

Prove que 5n? — 3n + 20 = O(n?).
Demonstracao/Justificativa:
Pela definicao de ©, precisamos encontrar constantes c;,co > 0 e ng > 0 tais que:

en? <5n? —3n+20 < en?,  Yn > ng

Demonstraremos os limites superior e inferior separadamente:

e 1. Limite Superior (c):
Para todo n > 1, sabemos que —3n < 0 e que 20 < 20n2. Portanto:

5n% — 3n + 20 < 5n% 4+ 0 + 20n? = 2502

Logo, podemos escolher co = 25 para n > 1.

e 2. Limite Inferior (¢):
Como 20 > 0, temos a desigualdade 5n% — 3n + 20 > 5n% — 3n.
Para todo n > 1, vale que n < n?, o que implica —3n > —3n?. Substituindo:

5n% — 3n + 20 > 5n? — 3n? = 2n?

Logo, podemos escolher ¢; = 2 para n > 1.

Conclusao: Como 2n? < 5n? — 3n + 20 < 25n? vale para todo n > 1, a afirmacao
¢é verdadeira com ¢; = 2, co =25 e ng = 1.

Prove por contradigao que n® ¢ O(n?).

Demonstragao/Justificativa:

Suponha por absurdo que n® = O(n?). Pela definicio de O, existiriam constantes
c>0eng >0 tais que:

n Sc-nz, Vn > ng

Dividindo ambos os lados por n? (para n > 0):
n<c VYn2>ng

Isso exigiria que a varidvel n fosse limitada superiormente pela constante ¢ para
todo n > ng, o que é uma contradicdo com o fato de n crescer arbitrariamente
(basta tomar n = max(ng, |c] + 1) para ter n > c¢). Logo, n® ¢ O(n?).



c) Prove que 100nlog, n = O(n?).
Demonstragao/Justificativa:
Para todo n > 1, vale a propriedade de que log, n < n.
Multiplicando ambos os lados por 100n (termo estritamente positivo para n > 1):

100nlog, n < 100n - n = 100n?, Vn >1

Pela definicao de O, a relagao 100nlogy,n < ¢ - n? esté satisfeita com ¢ = 100 e
Ng = 1.
d) Prove que in® —3n = Q(n?).
Demonstracao/Justificativa:
Pela definicao de €2, precisamos encontrar constantes ¢ > 0 e ng > 0 tais que:

§n2—3n20-n2, Vn > ng

Desenvolvimento e deducao das constantes:

1. Dividindo a desigualdade por n? (para n > 0), queremos encontrar ¢ > 0 tal

que:
1 3 S
- ——2>c
2 n
2. Para garantir um valor positivo para ¢, devemos restringir n de forma que o
termo negativo 2 seja menor do que 1.
n 2
3. Vamos escolher, por exemplo, limitar % para ser no maximo a metade de %, ou
seja, % < i.

4. Isolando n na desigualdade % < %:

5. Para qualquer n > 12, temos % < ;11 - —% > —%. Subtraindo de %:

1 3_1 1 1
S>> _-_ - _Z
2 n— 2 4 4
6. Multiplicando de volta por n?, obtemos:
1 1
5712 —3n > an, Vn > 12

Portanto, a definicao de €2 é satisfeita com a constante ¢ = i e ng=12.

e) Prove que para qualquer constante k > 0, (n + k)® = O(n?).
Demonstragao/Justificativa:

Precisamos encontrar ¢, co > 0 e ng > 0 tais que ¢;n?® < (n+ k)3 < ¢9n? para todo
n > ny.

e Limite Inferior (¢):
Como k > 0, temos n + k > n. Elevando ao cubo em ambos os lados:

(n+k3P>n>=1-n° Vn>1

Logo, a constante ¢; = 1 funciona para ng = 1.



e Limite Superior (c):
Para todo n > k, vale que kK < n. Logo, n+k < n-+n = 2n. Elevando ao cubo:

(n+k)* < (2n)* =8n®, Vn > [K]

Logo, a constante ¢y = 8 funciona para ng = [k].

Portanto, a relacio (n + k)> = ©(n?) esta provada com ¢; = 1, ¢co = 8 e ny =
max(1, [£) = k],

5. Indique se as seguintes sentencgas sao verdadeiras ou falsas e justifique formal-
mente (com uma demonstragao simples ou um contraexemplo):

a)

2+l = O(2m).
Resposta: Verdadeiro.

Demonstragao/Justificativa:
Pela propriedade de poténcias, reescrevemos o lado esquerdo como:

ot =2ol.on =2.2"

Pela definicao da notacao Big-O, queremos encontrar constantes ¢ > 0 e ng > 0 tais
que:
2:2"<¢-2", ¥n>ng

Dividindo ambos os lados por 2" (ja que 2" > 0 para todo n):
2<¢

Portanto, basta escolher a constante ¢ = 2 e ng = 0. Como a desigualdade 2"+ <
2 - 2" se mantém verdadeira para todo n > 0, a afirmagao é verdadeira.

22n = O(2M).
Resposta: Falso.

Demonstracao/Justificativa:
Demonstragao por Contradigao:

Suponha por absurdo que 22" = O(2"). Pela definigao de Big-O, existiriam constan-
tes ¢ > 0 e ng > 0 tais que:

22 < 2" Yn >

Dividindo ambos os lados por 2":

22n

2—n§c — 2" <¢, Vn>ng
Como ¢ é uma constante fixa e 2" cresce arbitrariamente ao infinito quando n — oo,
¢ impossivel que 2" < ¢ para todo n > ny (basta tomar n > log, c). Chegamos a
uma contradigao. Logo, 22" ¢ O(2").

Se f(n) = O(g(n)), entao log(f(n)) = O(log(g(n))). (Assuma log(g(n)) = 1).
Resposta: Verdadeiro.



d)

Demonstracao/Justificativa:
Como f(n) = O(g(n)), existem constantes ¢y > 0 e ny > 0 tais que:

f(n) <co-g(n), Vn=mnm
Aplicando a func¢ao logaritmica (que é estritamente crescente) em ambos os lados:

log(f(n)) < log(co - g(n)) = log(co) +log(g(n))
Como a hipotese garante que log(g(n)) > 1, podemos relacionar a constante log(cy)
com log(g(n)):
e Se ¢y < 1, entdo log(cy) < 0, de onde segue que log(co) + log(g(n)) < log(g(n)).
e Se ¢p > 1, entao log(cg) > 0. Como log(g(n)) > 1, temos que log(cy) < log(cy) -

log(g(n)).
Unificando ambos os casos, obtemos:

log(f(n)) < log(co) +log(g(n)) < [log(co)| - log(g(n)) + 1 -log(g(n))

log(f(n)) < (1 4 [log(co)]) - log(g(n))
Definindo a constante ¢ = 1 + |log(co)| € ng = my, provamos formalmente que

log(f(n)) = O(log(g(n))).

(n+ 1) =0O(n!).

Resposta: Falso.
Demonstragao/Justificativa:
Demonstragao por Teste do Limite:

Pela definicao de fatorial, sabemos que (n + 1)! = (n 4 1) - nl. Calculando o limite
da razao entre as duas func¢oes quando n — oo:

1)! 1)-n!
L = lim (n+1) = limwz lim (n+1) = oo

n—o0 n! n—o0 n! n—o0

Como L = oo, a fungao (n+1)! cresce assintoticamente mais rapido do que qualquer
multiplo constante de n!. Portanto, (n + 1)! ¢ O(n!).

log®n = O(y/n).

Resposta: Verdadeiro.
Demonstragao/Justificativa:

Demonstragao por Mudancga de Variavel e Limite:

. . . . . . . 3
Queremos avaliar a taxa de crescimento relativo via limite L = lim,,_ lo\g/ﬁ".

Fazendo a mudanga de variavel n = 2% (o que implica \/n = 2¥ e logyn = 2k),
quando n — oo temos k — oo:

2 3 3
L:hm<k) :lim%

Aplicando a regra de LL’Hopital sucessivamente 3 vezes para eliminar o polinémio do
numerador:

I— 1 24k* _ 48k . 48 0
= lim —— = lim ———— = lim ——= =

k—oo 2k 1n 2 k—oo 2k (ln 2)2 k—o0 2’“(111 2)3
Como o limite ¢ igual a 0, isso prova ndo apenas que log®n = O(y/n), mas que de
fato log®n = o(y/n) (a funcio polinomial cresce estritamente mais rapido do que a
funcao polilogaritmica).



f) Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)), entao f(n) = O(h(n)).
Resposta: Verdadeiro.

Demonstracao/Justificativa:
Demonstragao da Transitividade da Notagao O:

1. Como f(n) = O(g(n)), existem constantes ¢; > 0 e n; > 0 tais que:
fn) <eci-gn), Vnzm

2. Como g(n) = O(h(n)), existem constantes ¢y > 0 e ny > 0 tais que:
g(n) <cy-h(n), Yn>ny

3. Escolhendo ng = max(nj,ny), ambas as desigualdades valem simultaneamente
para todo n > ng. Substituindo a segunda desigualdade na primeira:

fn) <ei-g(n) <ci-(c2-h(n)) =(c1-c2) - h(n), Vn=ng

Definindo a constante ¢ = ¢; - ¢y > 0, provamos que f(n) < c¢-h(n) para todo n > ny,
confirmando a propriedade transitiva f(n) = O(h(n)).

g) f(n)+o(f(n)) =0O(f(n)).
Resposta: Verdadeiro.

Demonstracao/Justificativa:
Seja h(n) = o(f(n)). Pela defini¢ao formal da notagao Little-o, para qualquer cons-
tante € > 0, existe um nimero ny > 0 tal que:

|h(n)| <e- f(n), Vn>ng

Escolhendo especificamente a constante € = %, existe um ng a partir do qual:
1 1
—§f(n) < h(n) < §f(n), Vn > ny

Somando f(n) em todos os membros da desigualdade:
Fln) — 5 (n) < () + hin) < Fn) + 5 ()

1 3
5f () < f(n) +h(n) < S f(n), Vn=no
Como a desigualdade estrita < implica na desigualdade nao estrita <, temos:

£F(0) < Fn)+ hln) < 2 f(n), ¥ > mg

Pela definicao de O, escolhendo as constantes ¢; = % e Ccy = %, a relagao c; f(n) <
f(n)+o(f(n)) < cof(n) esta satisfeita, provando que f(n) + o(f(n)) = O(f(n)).

6. Prove ou refute as seguintes afirmagoes sobre transitividade assintética:

Fundamentagao Teorica (Defini¢oes Formais de O e 0):
Sejam f(n), g(n) e h(n) func¢oes assintoticamente positivas definidas nos inteiros positivos.



e Notagao Big-O (0): f(n) € O(g(n)) se e somente se existem constantes reais
c > 0eng > 0 tais que:

0< f(n)<c-g(n), Vn>mng

e Notacgao Little-o (0): f(n) € o(g(n)) se e somente se para toda constante real
€ > 0, existe uma constante ng > 0 tal que:

0< f(n)<e-g(n), VYn>mng

Caracterizagio equivalente via limite: f(n) € o(g(n)) <= lim,_e 2% = 0.

a) Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € o(h(n)), entao f(n) € o(h(n)).
Resposta: Verdadeiro.
Demonstragao/Justificativa:
Demonstragao Formal por Definigao (e-ng):

1. Pela hipdtese f(n) € O(g(n)), existem constantes ¢; > 0 e n; > 0 tais que:
f(n)<ci-g(n), Vnzm

2. Pela hipotese g(n) € o(h(n)), sabemos que para qualquer € > 0, existe ny > 0

tal que:
g(n) <€ -h(n), Vn>ny

3. Queremos provar que f(n) € o(h(n)), ou seja, que dado um e > 0 arbitrario,
existe um ny > 0 tal que f(n) < e- h(n) para todo n > ny.

4. Dado ¢ > 0, escolha especificamente ¢ = é > 0. Para esta escolha de ¢, a
hipotese (2) garante a existéncia de um nsy adequado.

5. Definindo ny = max(nj, ns), temos que para todo n > ng, ambas as desigualda-
des se aplicam simultaneamente:

fn) <er-gn) <er - (i : h(n)> —c-h(n), ¥n>ng

C1

Como mostramos que f(n) < e-h(n) para qualquer € > 0 quando n > ng, provamos
formalmente que f(n) € o(h(n)).

b) Se f(n) € o(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entao f(n) € o(h(n)).
Resposta: Verdadeiro.

Demonstragao/Justificativa:
Demonstragao Formal por Definigao (e-ng):

1. Pela hipotese g(n) € O(h(n)), existem constantes co > 0 e ny > 0 tais que:
g(n) <cy-h(n), Vn>ns

2. Pela hipotese f(n) € o(g(n)), sabemos que para qualquer € > 0, existe n; > 0

tal que:
f(n) <é-g(n), VYn>mn

3. Queremos provar que f(n) € o(h(n)), ou seja, dado um € > 0 qualquer, encontrar
no tal que f(n) < e- h(n) para todo n > ny.

9



4. Dado ¢ > 0, escolha especificamente ¢ = o > 0. Para esta escolha de €, a

hipotese (2) nos da um n; adequado.

5. Definindo ng = max(ny,nsy), aplicamos as duas desigualdades para todo n > nq:

)< &) = (£) oo < () a0 = e-hla), vz

Como f(n) < €- h(n) para todo n > ng, concluimos que f(n) € o(h(n)).
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