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QuickSort - revisio QuickSort
‘5 6|4/3|2/8/1 7\

‘1432 867‘

@ Vamos analisar a complexidade do QuickSort.

@ O que acontece com o QuickSort se a escolha de pivd for muito

413)2| [7/6]8] ruim?
@ Como seria a arvore de recursio e complexidade no pior caso? Por
exemplo se vocé tiver um arranjo ja ordenado, e sempre

213 . - escolhermos o primeiro elemento.
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
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Suponha que implementamos o QuickSort, de forma que o pivé é
sempre o primeiro elemento do arranjo. Qual é o tempo de
execucdo desse algoritmo em um vetor de entrada que ja esta
ordenado?

N3o é possivel estimar
©(n)

©(nlogn)

o(n?)

© 06060
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QuickSort

@ Nesse caso iremos dividir em duas partes, uma vazia e uma com
n — 1 elementos. E o trabalho da particdo sera pelo menos:

nt(n—1)+(n=2)+...+1=0(n)
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@ O tempo de execucdo do QuickSort depende da qualidade do pivé

escolhido.

@ Um bom pivé é aquele que divide os problemas em partes de

tamanho parecido,

@ enquanto um pivd ruim é aquele que deixa duas partes muito

desiguais.
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QuickSort - o caso bom

Se dividirmos o arranjo sempre no maximo, ou seja, na metade. . )
J P ) Suponha que implementamos o QuickSort, de forma que

(magicamente) sempre escolhemos a mediana como pivd. Qual é o
Teremos duas partes com menos que metade dos elementos tempo de execucdo desse algoritmo?

Isso aconteceria se encontrassemos a mediana.

Podemos limitar superiormente pela mesma recorréncia do N3o é possivel estimar

Q
MergeSort 0 ©(n)
@ Sabemos entdo que no melhor caso QuickSort é O(nlog n) @ O(nlogn)
Seja T(n) o tempo de execugdo desse algoritmo em um vetor de o o(m)
tamanho n. Entdo : :
o Infelizmente n3o é possivel encontrar a mediana em O(1) para
T(n) <2T (g) + @(n) garantir esse tempo de execu¢do.

@ Felizmente n3o é necessario!
Pelo teorema mestre:

T(n) = O(nlog n)
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Aleatorizagdo do QuickSort Revisdo(zinha) de Probabilidade
o A aleatorizagdo de algoritmos & uma ferramenta importante da
bagagem de qualquer profissional da computacio.
@ Veremos como aplicar essa técnica no QuickSort e as vantagens Para completar a analise do QuickSort Aleatorizado e outros
que ela pode trazer. algoritmos, precisamos relembrar alguns conceitos de probabilidade:

@ A ideia é escolher é escolher cada pivd aleatoriamente com a
mesma probabilidade. E assim escolher um pivé "razoavelmente @ Espaco Amostral

I a H I n
bom", em uma frequéncia "razoavelmente alta". o Eventos

@ Digamos que um pivd razoavelmente bom seria um que divida o
arranjo em 25-75%, que é suficiente para garantir o tempo de
execu¢do de O(nlog n)

o Variaveis Aleatérias

@ Esperanca

@ Como seria a arvore de recursio nesse caso?

@ Note que metade dos elementos, se escolhidos como pivd,
resultam numa divisdo de 25-75% ou melhor.
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Espaco Amostral

@ Espaco Amostral QQ = todos os possiveis resultados de um
evento aleatdrio.

@ cada resultado i/ € Q tem probabilidade p(i) > 0.

@ Restricdo: ), . p(i) =1, ou seja, com certeza um dos
resultados de Q vai acontecer.

Exemplo 1

Rolar dois dados de 6 lados.
Q=1{(1,1),(2,1),(3,1),...,(5,6),(6,6)} (pares ordenados)
p(i) = 3= para todos i € Q

Exemplo 2

Escolher o indice do pivd aleatério da primeira iteracdo do
QuickSort.

Q={1,2,...,n}

p(i) = % para todo i € Q
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@ Considere o evento "o pivd aleatério escolhido induz uma divisio
de pelo menos 25 — 75% ou melhor". Qual é a probabilidade desse
evento?

Q@ 1/n
Q 1/4
Q 12
Q 3/4

@ S = qualquer escolha que n3o seja os 1/4 menores ou os 1/4

maiores.

SNINE

Pr[S] =
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Evento

@ Um evento é um subconjunto S C Q.

@ A probabilidade de um evento S é

> p(i).

i€eS

@ Considere o evento "a soma dos dados é 7". Qual é a
probabilidade desse evento?
Q 1/36
0 1/12
Q@ 1/6
0 12

o 5=1{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
o Pr[S] =6/36=1/6
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Variaveis Aleatérias
@ Uma Variavel Aleatéria X é uma funcio:
X: Q=R

@ Exemplo 1: A soma dos dois dados, ex: X((2,5)) =7

@ Exemplo 2: O valor do maior dado, ex: Y((2,5)) =5

@ Exemplo 3: Tamanho do subproblema passado na primeira

chamada recursiva do QuickSort
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Esperanca

@ Seja X : 2 — R uma Variavel Aleatéria.

e A Esperanca E[X] de X é o valor médio de X ponderado pela
probabilidade.
EX] = 3" X() - pli)

ieQ

@ Qual a esperanca da soma de dois dados?

Q 65
o7
Q@ 75
(¢ I

17/33

@ Qual a esperanca do tamanho do subproblema passado na
primeira chamada recursiva do QuickSort?
Q@ n/4
Q n/3
Q@ (n—-1))2
Q 3n/4

@ Seja X o tamanho do subproblema.

E[X]

1 1 1
04 = 14--24...+=-(n—1)
n n n

+2+...+(n—-1)
(n—l)(linfl)/2
n2—n/2in2—n 1

1
n
1

n 2 n
n—1
2
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Linearidade da Esperanca
Lema
Sejam Xi, ..., X, variaveis aleatérias definidas em . Ent3o:

ED_X| =) EX]
j=1 j=1
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@ Vale mesmo quando as varidveis ndo sdo independentes!
@ Exemplo: X1 e X5 s3o varidveis aleatérias que dizem o valor do
primeiro e do segundo dado.

1
E[X]=¢(1+2+3+4+5+6) =35

@ Qual o valor esperado para a soma de dois dados?

E[X]=E[X1 + Xp] = E[X1] + E[X2] =35+35=T.
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Analise - QuickSort

@ Notacdo:
» z; = j-ésimo menor elemento
Teorema > ou seja, z; ndo é o elemento que esta originalmente na i-ésima
Para qualquer entrada de comprimento n, o tempo esperado de posi¢do do vetor, mas sim o elemento que vai ocupar a i-ésima
execu¢do do QuickSort (com pivés aleatérios) &€ O(nlog n). posicdo no vetor quando ordenado.

(6,10, 8, 2)
— S

Z2 Za z3 zy

@ Primeiramente considere como entrada um arranjo A de
comprimento n.
> para uma escolha o, e i < j, seja Xjj(0) = namero de vezes que z;

@ Espaco amostral: 2 = todos as possiveis sequéncias de escolhas -
e z; sdo comparados.

de pivés no QuickSort. _ )
o Fixado dois elementos da entrada, quantas vezes eles podem ser

o Variavel aleatéria: para qualquer o € Q, C(0) = nimero de comparados?
comparacdes entre dois elementos do arranjo feito pelo algoritmo o1
QuickSort dado as escolhas . Note que o tempo de execu¢do O Ooul
total do QuickSort é dominado por esse niimero. Q@ 0, 1ou?

@ O objetivo entdo é mostrar que E[C] = O(nlog n) O algoentre0en—1
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@ Podemos entdo facilmente escrever C em funcio de X

n—1 n
Algoritmo 1: QuickSort Algoritmo 2: Particdo C(o) = Z Z Xii(o), Vo € Q
Entrada: Um arranjo A, indices / Entrada: Um arranjo A, indices / i=1 j=i+1
er er .. .
. . , . @ Pela linearidade da esperanca (lembrando que ela se aplica mesmo
Saida: Um arranjo com os Saida: O mesmo arranjo mas L :
gy se as variaveis ndo forem independentes)
mesmos elementos de A particionado

porém ordenados 1 Coloca o pivot em A[l] ; n=1 n n=1 n
1 se r — | < 0 entdo devolva A; 2 pivot = A[l] ; E[C]=E Z Z Xij| = Z Z E[Xj].
2 p = Parti¢do(A, |, r); 3i=1/+1; i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
3 QuickSort(A, I, p-1); 4 para j=/+1 até r faca
4 QuickSort(A, p+1, r); 5 se A[j] < pivot entdo e Como:
5 devolva A; 6 Troca A[j] e Alil; E[Xj]=0-Pr(X;=0]+1-Pr[X; =1]
T =it = 0. PP =T[ +1- PrX; = 1]
8 Troca All] e Ali —1]; = Pr[Xjj = 1] = Pr|z; e z; serem comparados]
9 devolva i — 1; 1 n
E[C] = Z Z Pr[z; e zj serem comparados]
i=1 j=i+1

23/33 24 /33



Lema

Para todo i < j, Pr[z; e zj serem comparados| = =D :+1)

Fixe zj,zj com i < j.

Considere o conjunto {z;, zj11,...,2j-1, Zj}.

Desde que nenhum desses nimeros seja escolhido como pivd,
todos serdo passados juntos para a mesma chamada recursiva.

Considere entdo o primeiro entres {z;, zj11,..., 21,2} que é
escolhido como pivé:

» se z; ou z; for escolhido primeiro, eles serdo escolhidos.
» se escolher um dos outros entdo z; e z; nunca serdo comparados.

como a escolha é aleatdria qualquer um dos elementos do
conjunto tem a mesma chance de ser escolhido primeiro (do
conjunto) e portando a chance deles serem comparados é

2/(j—i+1)
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Limitamos entdo superiormente a esperanca por:

E[C]_QZ Z

i=1 j= l+1
<2 g .
<~ . n . —
j=itl G—i+1)

1
SQ'”‘Z*
k:2k
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Ent3o

E[C] = Z Z Pr[z; e z; serem comparados] = Z Z

i=1 j=i+1 i=1 j= l+1
CIIEE) D) D
i=1 j=i+1

@ Agora note que a soma interna

Z SR R S
JH_I(/—I—I— 2 3 4 n—i+1

@ e ela obtém a maior quantidade de termos (e o maior valor) quando
i=1
@ A maior soma entdo é

) DETRE L SR
j_2j*2 3 4 7o
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E[C]§2-n~2%
k=2
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E[C]§2-n~2%
k=2

A soma agora pode ser limitada superiormente por:

"1 "1 g
Z— g/ “dx=Inx| =Inn—JlaT=1Inn
k 1 X 1
k=2
Portanto:
E[C]<2-n-Inn
e portanto:
O tempo de execu¢do esperado do QuickSort &€ O(nlog n) O
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Teorema

Todo algoritmo de ordenacdo baseado em comparacées tem um
tempo de execugdo de pior caso Q(nlog n).

@ Suponha uma entrada qualquer de comprimento n e um algoritmo
baseado em compara¢ées que ordena corretamente esse arranjo.

Seja K o nimero de comparacdes feitas pelo algoritmo

Para cada comparacdo o algoritmo tem um resultado digamos 0
oul

Portanto o namero total de resultados possiveis é 2K

@ O ndamero possivel de permutacdes do arranjo de entrada é n!

31/33

Um limitante inferior para Algoritmos de Ordenacéo

@ Algoritmos de Ordenacdo como o InsertionSort, BubbleSort,
SelectionSort, MergeSort, QuickSort e HeapSort baseiam seu
funcionamento em comparac3o entre seus elementos.

@ E o método usado quando ndo podemos assumir nenhuma
propriedade sobre os elementos da entrada.

@ Ou quando n3o podemos acessar diretamente os elementos mas
apenas compara-los através de uma funcio.

@ S3o algoritmos de propésitos gerais pois funcionam para qualquer
tipo de entrada.

o Existem algoritmos de ordenacdo que se baseiam em outro tipo de
interacdo com os dados. BucketSort, CountingSort, RadixSort.

@ Mas esses algoritmos partem de alguma premissa sobre os dados.
Ex: S3o inteiros com N digitos, sdo valores de ponto flutuante
uniformemente distribuidos entre 0 e 1;
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Se 2K < nl pelo principio da casa dos pombos duas entradas
idénticas irdo obter os mesmos resultados, o que € um absurdo ja
que o algoritmo ordena corretamente.

Portanto:

2K2n!

n(n—1)(n—-2)...(n/2)...1

>n(n—1)(n—2)...(n/2)
n/2 termos

> (n/2)(n/2)(n/2) ... (n/2)
n/2 termos

= (n/2)"/2)
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oK > (n/z)(n/2)
log 2K > log(n/2)("/?)
Klog2 > (n/2)log(n/2)
K > (n/2) log(n/2)

Portanto K é Q(nlog n). O

@ Dessa forma nenhum algoritmo baseado em comparagées pode ser
melhor que O(nlogn).
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