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Inducado Matematica

@ Seja P(n) uma sentenga matematica que depende de uma
variavel natural n

@ se torna verdadeira ou falsa quando substituimos n por um
namero natural dado qualquer

@ Estas sentengas sdo chamadas sentencas abertas definidas
sobre o conjunto dos numeros naturais N.
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@ P(n): “n é impar.” Observe que esta afirmagéo é verdadeira
para alguns valores de n e falsa para outros.

@ P(n): “n® — n+ 41 é um namero primo.” Neste exemplo
podemos verificar, ndo tao facilmente, que P(1), P(2),..., P(40)
s&o verdadeiros mas P(41) = 412 é falso.
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Como mostrar que

14+84+5+---+(2n-1)=n?

€ verdade para qualquer n?
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@ P(n): “2n + 6 é par.” E facil ver que 2n + 6 = 2(n + 3) para
qualquer n, portanto P(n) é verdade para todo n.

Q@ P(n):“14+3+5+---4+(2n—-1) = n?” Sera que
conseguiremos encontrar algum m tal que P(m) seja falso?
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Principio de Indugdo Matematica

O principio da inducao matematica (PIM) é a principal
ferramenta para demonstrar sentencas da forma “(Vn € N) P(n)”.
Ele diz o seguinte:

Axioma: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que:

@ P(0) é verdade, e

@ Sempre que P(k) é verdade, para algum k € N, temos que
P(k + 1) é verdade.

Entdo P(n) é verdade para todo n € N.
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Exemplo

Provar que, para todo n > 0:

1

+3+5+-+(2n-1) = (n)?

Prova: Vamos provar usando indugdo em n.

@ Base: P(0) é verdade pois a expressao acima é trivialmente

vélida para n =

@ Hipoétese de inducao: suponhamos que para algum k, P(k) é

verdade, isto é,

0.

14+8+5+-+ (2k — 1) = (k)?

9/35

11/35

Para demonstrar uma afirmagéo “(¥n € N) P(n)” usando o PIM,

podemos entdo seguir este roteiro:

@ Base da Inducao: Provar que P(0) é verdade.

o Hipotese de Inducéo: Supor que para algum k € N, P(k) é
verdade.

@ Passo da Inducéo: Provar que P(k + 1) é verdade.

Passo de inducéo: temos de provar que P(k + 1) é verdade, isto
€ temos que provar que:

143454+ (2k-1)+ 2k +1)=1) = (k+1)?

Pela hip6tese de inducao, temos

M+3+5+--+@k-1]+@2Kk+1)-1)=
K2+ 2k +1)-1) =

k?42k+2-1=

k2 +2k+1=

(k +1)2
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Exemplo 2

Definicdo: Dizemos que um conjunto de n retas no plano estao
em posicao geral se nao possui duas retas paralelas e nem trés
retas se interceptando num mesmo ponto.

Teorema
Um conjunto de n retas em posicéo geral divide o plano em
Ry = 221) 4 1 regides.

Vamos provar por indu¢ao no numero n retas de retas.
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Passo da inducao: temos que provar que quaisquer k + 1 retas
em posicdo geral definem Ri1 = (k + 1)(k 4+ 2)/2 + 1 regides.
Sejam Ly, Ly, ..., L4+ 1 essas retas. Compare as regides do plano
definidas por elas, que chamaremos de regidoes novas, com as
regioes velhas definidas pelas primeiras k dessas retas. Observe
que algumas das regides velhas sdo divididas pela ultima reta
Lx++1, cada uma delas formando duas regiées novas; enquanto
que as demais regides velhas sdo também regides novas.
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@ Base: Para n = 0 temos apenas uma regido. Como
Ro =0(0+1)/2+1 =1, a férmula é valida neste caso.

@ Hipétese de inducao: Suponhamos que para algum k a
férmula é valida, isto é quaisquer k retas em posicao geral
dividem o plano em Ry = k(k + 1)/2 + 1 regides.
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Como as retas estdo em posig¢éo geral, a reta L1 cruza cada
uma das k retas anteriores em k pontos distintos. Em cada um
desses cruzamentos, a reta Lx ¢ passa de uma regido velha para
outra. Essas regides sdo duas a duas distintas porque estdo em
lados opostos de alguma reta L;, com 1 < i < k. Portanto a reta
Lx+1 corta k + 1 regides velhas, que dao origem a 2(k + 1)
regides novas. Ou seja,

Rcr1 =Rk—(k+1)+2(k+1)=Rx+ (k+1)
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Como as retas Ly, Lp, ..., Lx estdo em posi¢ao geral, podemos
usar a hipétese de indugdo. Obtemos

Ri+(k+1)=k(k+1)/2+1+k+1=

(k+1)(k+2)/2+1.
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Por exemplo, a afirmacdo n? > 3n é verdadeira para todo natural n
maior ou igual a 4, embora ndo seja verdadeira se n for 0, 1, 2 ou
3.

Podemos usar o PIM para provar esse tipo de afirmagéao, de
maneira indireta. Primeiro definimos um outro predicado Q(m)
como sendo equivalente a P(ng + m). Provamos entéo a
afirmagéao (Ym € N) Q(m), usando o PIM. Essa afirmagéao entdo
implica (Vn e N)n > ny — P(n).

19/35

Generalizagdes da Inducdo Matematica

Ha muitas variagbes do principio da indugao matematica, que sao
no fundo equivalentes, mas podem tornar algumas demonstragées
mais simples.

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenga aberta P(n)
vale para todos os nUmeros naturais maiores ou iguais a um certo
no; ou seja, que “(Yne N)n > ng — P(n)”.
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Este raciocinio nos permite provar tais afirmagdes por indugéo
mateméatica de maneira mais direta, usando ng como base em vez

de 0:
Teorema: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, np
um numero natural qualquer. Se

@ P(ny) é verdadeira, e
@ Paratodo k > ng, (P(k) — P(k + 1)),
entdo P(n) é verdadeira para todo n € N com n > np.
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Exemplo
@ Passo da indugéo: provar que (k + 1)? > 3(k + 1). Temos que

(k +1)® = k® 2k + 1
Por hipétese de indugéo k2 > 3k, entdo

Prove que n? > 3n para todo n € N com n > 4.
k? 4+ 2k +1 > 3k + 2k 4 1.

Prova:
@ Base: n = 4 é verdade pois 16 > 12.
L, . - Como k > 4 temos que 2k + 1 > 3, logo
@ Hipétese de indugao: suponhamos que para algum k > 4,
k? > 3k. 3k +2k +1>3k +3=3(k+1)

portanto, destas duas desigualdades,

(k +1)® > 3(k + 1). Fim.
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Passo genérico constante

Teorema: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, np
, . ) um numero natural qualquer, e p um inteiro positivo. Se
Numa prova por indugéo, além de comegar com uma base g ~ .
arbitraria, é possivel usar um incremento maior que 1 no passo da @ P(no), P(no +1),..., P(no + p — 1) s&o verdadeiros, e
inducdo. Ou seja, 0 passo da inducdo pode ser a demonstracéo @ Paratodo k tal que k > no, P(k) — P(k + p).
de que P(k) — P(k + p), em vez de P(k) — P(k +1). entdo P(n) é verdade para todo n > ny.
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Exemplo

Prove que qualquer valor postal inteiro n > 8 pode ser obtido
utilizando apenas selos com valores 3 e 5.

Podemos provar esta afirmagédo usando o teorema da inducao
geral com incremento p = 3:
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Troca de variavel na hipbtese

Na hipotese de indugdo, podemos fazer uma troca de variavel,

usando k no lugar de k + 1. Nesse caso, o roteiro da

demonstragao fica assim:

@ Base da Inducao: Provar que P(0) é verdade.

@ Hipétese de Inducao: Supor que para algum inteiro positivo k,
P(k — 1) é verdade.

@ Passo da Inducao: Provar que P(k) é verdade.
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@ Bases:n=8,n=9,n=10.Como8=5+3,9=3+3+3e¢
10 = 5 4+ 5 temos que a proposicéo é valida para as bases.

@ Hipétese de inducdo: Suponhamos que P(k) é verdadeira
para algum valor k > 8.

@ Passo: Vamos provar que a proposicao é valida para k + 3.
Podemos obter o valor k + 3 acrescentando um selo de valor 3
aos selos usados para obter k.
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Usos indevidos da inducao matematica

E importante entender e verificar as condigdes em que a indugéo
matematica se aplica. Se mal utilizada, ela pode levar a
conclusbes absurdas. Nos exemplos a seguir, tente encontrar o
erro na demonstracao.
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Todos os cavalos tém a mesma cor.
Seja a sentenga aberta P(n): “Num conjunto com n cavalos, todos

os cavalos tém a mesma cor.”
Prova: Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n > 1, por

inducao.
@ Base: Para n = 1 a sentenga P(n) é verdadeira.

@ Hipétese de inducéo: Suponha que P(k) é verdadeira para
algum k > 1; isto é, em todo conjunto com k cavalos, todos tém

a mesma cor.
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C:C,UCN:{C1,...,Ck}U{Cz,...,Ck+1}

Pela hipotese de indugao, todos os cavalos de C’ tém a mesma

cor. O mesmo é verdade para C””. Como ¢, pertence a C’ e a C”,
concluimos que os cavalos de C’ tém a mesma cor que os cavalos
de C”. Logo todos os cavalos de C tém a mesma cor. Absurdo!
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@ Passo de inducao: Vamos provar que, em todo conjunto com
k + 1 cavalos, todos tém a mesma cor. Considere um conjunto
C ={c1,C0,...,Ck, Ckr1} cOM k + 1 cavalos. Podemos escrever
o conjunto C como uniao de dois conjuntos, cada um com k
cavalos,da seguinte forma:

c=Cc'uC”={cy,...,ck}Ulco,...,Cxe1}
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Paradoxo dos cavalos

Este exemplo, conhecido como paradoxo dos cavalos, foi
inventado pelo matematico hingaro George Pélya (1887-1995). O
exemplo a seguir ilustra um erro similar na aplicagao do PIM, com
“conclusao” igualmente absurda:
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Todos os numeros naturais sao iguais.

Prova: Seja P(n) a sentenga aberta “todos os nimeros naturais

menores ou iguais a n séo iguais.” Vamos provar que P(n) é

verdadeira para todo n € N, por indugéo.

@ Base: P(0) é obviamente verdadeira.

@ Hipétese de inducéo: Suponha que P(k) é verdadeira para
algum k > 0, ou seja, todos os nimeros menores ou iguais a k
sdo iguais.
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Exercicios:
@ Seja C um conjunto com n > 2 elementos. Prove que C tem
n(n —1)/2 subconjuntos com exatamente dois elementos.

@ Prove que a soma dos cubos de trés nimeros naturais
consecutivos € sempre divisivel por 9.
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@ Passo de inducéo: Vamos provar que P(k + 1) é verdadeira.
Pela hip6tese de indugéo, k — 1 = k. Somando 1 em ambos os
lados da iqualdade temos k = k + 1. Portanto P(k + 1)
também é verdadeira. Absurdo!
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