Matematica Discreta

Pedro Hokama

Exemplo: [Descobrindo a Moeda Falsa] Num conjunto de 2" moedas de
ouro temos uma que é falsa, ou seja pesa menos que as outras. Prove,
por inducao, que é possivel achar a moeda falsa com n pesagens
usando uma balanga de dois pratos sem usar peso.

1/25

3/25

Fontes

@ Gomide, Anamaria; Stolfi, Jorge. Elementos de Matematica Discreta para
Computagéao.

@ Rosen, Kenneth H. Discrete mathematics and its applications. McGraw-Hill
Education, 8th Edition, 2019.

Prova:

@ Base: Para n = 1 temos duas moedas e, portanto, basta
colocar uma em cada prato para descobrir a falsa.

@ Hipotese de inducao: Usando k pesagens podemos descobrir
a moeda falsa dentre 2 moedas.

2/25

4/25



@ Passo: Provar que, num conjunto de 2¥*" moedas, podemos
descobrir a moeda falsa com k + 1 pesagens. Divida o conjunto
de 251 moedas em dois conjuntos de 2K moedas. Coloca-se
esses conjuntos em cada prato da balanca. Dessa forma
descobrimos em qual conjunto de 2K moedas se encontra a
falsa. Pela hip6tese de inducao descobre-se a moeda com k
pesagens, e, mais a pesagem anterior temos um total de k + 1
pesagens. Fim

Prova:

@ Base: Para n = 1 o resultado ¢ trivial pois, se ha mais de um
objeto, essa caixa tera mais de um objeto.

@ Hipétese de inducao: Suponhamos que o resultado é valido
para algum ndmero k > 1 de caixas, contendo mais do que k
objetos.
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Principio das casas de pombos

O matematico alemao Johann Dirichlet (1805-1859) enunciou em
1834 o seguinte fato, conhecido como principio dos escaninhos
(ou das gavetas, das casas de pombos etc.):

Teorema: Se em ncaixas (n > 1) colocarmos mais de n
objetos, entao alguma caixa contera mais de um objeto.
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@ Passo: Queremos provar que o resultado é valido para k + 1
caixas contendo mais do que k + 1 objetos. Sejam >k + 10
numero de objetos. Escolha uma caixa ao acaso. Se essa caixa
contiver mais de um objeto, a proposi¢éo esta provada. Se
nessa caixa nao ha nenhum objeto, nas k caixas restantes
estdo acomodados m > k + 1 > k objetos; pela hip6tese de
inducdo, uma delas deve conter mais de um objeto. ...
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Principio da Inducdo Completa

... Finalmente, se na caixa escolhida ha apenas um objeto, temos
que, nas k caixas restantes estdo distribuidos

m—1>(k + 1) —1 = k objetos, o que, novamente pela hipétese
de inducgédo, implica que uma das caixas contém mais de um
objeto.Fim

Vamos agora enunciar o principio da inducao completa (PIC),
também chamado de principio da inducao forte. Esta versao
alternativa do principio da indugdo matematica serve, como a
anterior, para demonstrar sentengas na forma “(Yn € N) P(n)”. Em
alguns casos essa técnica torna a demonstragao da sentenca
mais facil que a técnica anterior.
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@ Base da indugao: Provar que P(0) é verdade.

@ Hipotese de indugao: Supor que, para algum k € N, P(0),
P(1), ... P(k) sao verdadeiros.

© Passo da inducao: Provar que P(k + 1) é verdade.

Definimos que um ndmero inteiro p € primo quando ele é maior
que 1 e seus Unicos divisores sdo 1 e p. Vamos provar que todo
inteiro maior ou igual a 2 é primo ou € um produto de primos.
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Prova: Seja P(n) a sentenga aberta “n é primo ou é um produto

de primos.” Vamos provar que (Yn € N)n > 2 — P(n), por indugdo

completa.

@ Base: P(2) é verdade pois 2 é primo.

@ Hipétese de inducéo: Suponha que, para algum k > 2, P(i) é
verdade paratodoie Ncom2 < i< k.
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Os numeros de Lucas A, A, ... sao definidos pelas seguintes
regras: Ay =1, A> =3, e A, = Ap—1 + An—2 para todo nimero
inteiro n maior ou igual a 3.

Vamos provar A, < (;71)” para todo inteiro n > 1, por indugao

completa.
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@ Passo da inducéo: Vamos provar que P(k + 1) também é
verdade. Se k + 1 é primo entdo P(k + 1) é verdadeiro. Se
k +1 n&o é primo, como k + 1 > 2, ele deve ter algum divisor
diferente de 1 ede k + 1. Ou seja, k + 1 = ab para algum a e
b,com1 < a < k. Como a > 1, concluimos que b < k + 1;
como a < k + 1, concluimosque b > 1. OQuseja,2<a<ke
2 < b < k. Pela hipétese de indugéo, portanto, a e b sdo primos
ou produtos de primos. Portanto k + 1 = a - b também é um
produto de primos. Fim.
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Prova:
Seja P(n) a sentenga aberta “A,, < (%)
o Base:

> P(1) é verdade pois Aj =1 < .

2
» P(2) é verdade pois A; = 3 < (%) =

@ Hipétese de inducao: Suponha que, para algum inteiro k > 2,
P(i) é verdade para todo i € Ncom 1 </ < k.
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@ Passo da inducéo: Vamos provar que P(k + 1) também é
verdade, ou seja Ax11 < (§)¥*'. Como k + 1 > 3, pela definigao
temos que Ax1 = Ak + Ak—1. Entdo, pela hipdtese de indugao,

temos
7 k 7 k-1 7 7 k-1 11 /7 k-1
ac<(g) +(z) =G -7 6)

2
Como Il <3< %) temos que,

<G G =G
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Principio da Boa Ordenacéao

Uma outra maneira de provar sentengas abertas sobre nimero
naturais € usar uma propriedade dos nimeros naturais conhecida
como o principio da boa ordenacéo (PBO).
Seja S um conjunto de nimeros reais. Um elemento minimo de
S éumy e Stalque paratodo x € S,y < x. O principio da boa
ordenacdo diz que
Teorema: Todo subconjunto ndo vazio S de N tem um
elemento minimo.
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Exercicios:

@ Prove que todo inteiro maior ou igual a 5, par ou impar, € a
soma de nimeros primos impares (isto é, primos diferentes de
2). Porexemplo,6 =3+3,7=7,e10=3+7.

@ Seja x um numero real diferente de zero, tal que x + )1—( é um
ndmero inteiro. Prove que, para todo nimero natural n, x" + %
€ inteiro.

Note que esta afirmagao nao é valida para subconjuntos de R ou
Z; isto é, existem subconjuntos de R e de Z que ndo tem elemento
minimo.
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Como exemplo de uso do PBO, vamos provar o Teorema da
Divisao de Euclides:

Teorema: Sejam a,b € N, com b # 0. Entdo existem
g.reNtaisquea=bg+rcom0<r<b.
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r=a->bq

Suponha agoraque r > b. Nessecasoa—-b(g+1)=r-b=>0,e
portanto r — b estd também em S. Como b > 0,temosr—-b < r.
Isto contraria a escolha de r como 0 menor elemento de S.
Portanto r < b.
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Prova:
Sejam a,b € N, com b # 0, e seja

S={a-bk:keN,a-bk>0}.

Observe que S C N pois a — bk > 0; e que S # 0 pois contem
a = a — b0. Entéo pelo PBO, o conjunto S tem um elemento
minimo. Seja r = a — bq esse elemento. ...
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Formas equivalentes do principio da inducao

O principio da indugdo matematica, o principio da indugéo
completa e o principio da boa ordenagao (PBO) sao equivalentes.
Mais precisamente, podemos provar que

PIM — PBO — PIC — PIM.

Exercicio.
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Exercicio: Considere o0 seguinte jogo para duas pessoas.
Coloca-se um numero qualquer n > 1 de botbes na mesa, e
cada jogador, alternadamente, retira no minimo 1 e no maximo
4 botdes da pilha. Quem tira o Ultimo botao perde.

Vamos definir f, como sendo 1 se o jogador da vez consegue
ganhar quando h& n botées na mesa, se jogar corretamente; e
0 se ele vai sempre perder, ndo importa como jogue. Por
exemplo, f; é zero, por definicdo; mas fs é 1 pois o jogador da
vez consegue ganhar (tirando 4 botdes).

a) Determine f, para n entre 1 e 30.
b) Determine uma férmula eficiente para f, e prove-a por
inducgéo.
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