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Relacbes

Uma relacao binaria (ou simplesmente uma relacao) R de um
- conjunto A para um conjunto B é um sub-conjunto de A X B. Em
RelagoeS outras palavras, € um conjunto de pares ordenados (a, b) com
acAebeB.
Em geral usa-se a notagdo aRb para dizer que (a,b) € R e aRb
para dizer que (a,b) ¢ R. Se (a, b) € R dizemos que a esta
relacionado com b pela relagcao R.
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Sejam A ={1,2,83}, B = {4,5,6}. Entao
R =1{(1,4),(2,5),(3,5),(3,6)} ¢ uma relagdo de A para B. Neste
exemplo, temos 2R5 e 3R5, mas 2R4 e 5R2.
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@ O conjunto de pares { (x, Vx): x € N} € um exemplo de uma
relacdo de N para R.

@ Se R é uma relagao de A para A, dizemos que R é uma relagéo
em A ou sobre A.

“ 9w«

@ Observe que os sinais de comparagéo da algebra (“<”, “<”, etc.)
sdo relacdes binarias definidas sobre os numeros reais.

@ Observe também que “€” € uma relagao binaria entre o conjunto
U de todos os elementos, e o conjunto P(U) de todos os
conjuntos; e que “C” é uma relagao binaria definida sobre o
conjunto P(U).
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Diagrama da relagdo R = {(1, 30), (2,50), (3,50)} do conjunto
A ={1,2,3,4)} para o conjunto B = {30, 40, 50}.

Dominio

O dominio de uma relagao R, denotado por Dom(R), é o conjunto
de todos os primeiros elementos dos pares ordenados que estao

em R. Isto é:

Dom(R) ={a: (3b)(a,b) e R}
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Imagem

Observe que um conjunto de pares ordenados R € uma relagéao de
A para B se, e somente se, Dom(R) € A e Img(R) C B.

A imagem ou contra-dominio de uma relacdo R, denotado por
Img(R), é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares
ordenados que estdo em R. Isto é:

Exemplo: Seja R a relagéo {(1,4),(2,5),(3,5),(3,6)}. Temos que
Dom(R) = {1,2,3} e Img(R) = {4, 5, 6}.

Img(R) ={b:(Ja)(a,b) e R} Exemplo: Seja R a relagédo {(x, x3):xe Z}. Observe que
Dom(R) é o conjunto de todos os inteiros Z, mas Img(R) é o
conjunto dos quadrados perfeitos {0, 1,4,9,...}.
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Restricdo de relacdes

Exemplo: Seja A o conjunto dos presidentes do Brasil, de 1889 a
2010. Seja R a relacdo sobre A tal que aRb se e somente se o
presidente b foi 0 sucessor de a. Assim, por exemplo, temos que
‘Figueiredo’ R ‘“Tancredo’ e ‘Fernando Henrique’ R ‘Lula’, mas
‘Lula’ R ‘Fernando Henrique’. Observe que o dominio desta
relacdo séo todos os presidentes menos Lula (que terminou o
mandato em 2010), e a imagem séo todos os presidentes menos
Deodoro da Fonseca.

@ Seja R uma relagao, e sejam A’ e B’ conjuntos quaiquer. A
restricdo de Ra A’ e B’ é o conjunto de pares de (a,b) € R
taisqueac A’eb e B’;ouseja, RNA"xB’.

@ Arestricao de Ra A’ é geralmente entendida como RNA’ x A’.
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Exemplo: Seja R a relagéo dos inteiros positivos N \ {0} para os
inteiros, tal que xRy se e somente se x é divisor de y. A restricdo
de R aos conjuntos U ={0,2,3,5,6}e V=1{0,1,2,...,9}é0
conjunto de pares

{(2,0),(2,2),(2,4),(2,6).(2,8),(3,0).(3,3)
(3.6).(3.9),(5,0).(5,5),(6,0),(6,6)}

A restricdo de R ao conjunto U é

{(2,0),(2,2),(2,6),(3,0),(3,3),
(3.6).(5,0).(5.5).(6,0).(6,6))
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Relacao inversa

@ Seja R uma relagdo do conjunto A para o conjunto B.

@ Arelacdo inversa denotada por R, é a relacdo do conjunto B
para o conjunto A definida da seguinte forma:

R ={(x.y):(y.x) eR}

@ Ouseja, R™! é arelagdo tal que aR~'b se e somente se bRa,
para quaisquer a e b.

@ Note que Dom(R™") = Img(R) e Img(R~") = Dom(R).
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RelacOes de identidade

Para qualquer conjunto A, a relagéo identidade sobre A,
denotada por 1 4, é definida por

ITa={(x,x): xe€A}

Esta relacdo nada mais € que a relagao de igualdade “=", restrita
ao conjunto A.

Exemplo: Se A ={1,2,3} entdo 74 ={(1,1),(2,2),(3,3)}.
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Imagem e imagem inversa de conjuntos sob uma relagao

Sejam R uma relagdo de um conjunto A para um conjunto B, e X
um conjunto qualquer.
A imagem de X sob R é o conjunto

{b:(JaeX)(a,b)eR]}
A imagem inversa de X sob R é o conjunto

{a:(3IbeX)(a,b) eR}
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A imagem de X sob R é o conjunto
{b:(JaceX)(a,b) eR}

A imagem inversa de X sob R é o conjunto
{a:(IbeX)(a,b) e R}

Observe que a imagem inversa de X sob R € a imagem de X sob
arelacdo inversa R~'. A imagem de X sob R costuma ser indicada
por R(X). A imagem inversa entdo pode ser indicada por R~'(X).
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Exemplo: Considere as relagdes
R=1{(1,1).(1,4).(2,3).(3,1),(3,4)}

§=1{(1,0),(2,0),(3,1).(3,2), (4, 1)}

A composigao delas é
SoR=1{(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}

Observe que

@ (1,0) e SoRporque (1,1) e Re (1,0) € S,
@ (1,1) e SoRporque (1,4) e Re (4,1) € S,
@ (2,1) e SoRporque (2,3) e Re (3,1) € S,
@ (2,2) e SoRporque (2,3) e Re (3,2) € S,
@ (3,0) e SoRporque (3,1) e Re (1,0) € S,
@ (3,1) e SoRporque (3,4) e Re (4,1) e S.
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Composicao de relacoes

Sejam R e S duas relagdes. A composicao de Rcom S é a
relagdo denotada por S o R, e definida da seguinte forma:

SoR ={(a,c): (3b)(a,b) eRA (b,c) € S)
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Exemplo: @ Sejam R e S as mesmas relagoes.
@ Seja R arelagéo de Z para Z definida por xRy < x =y + 1. » Seja R a relagéo de Z para Z definida por xRy < x =y + 1.
@ Seja S arelagdo de Z para Z definida por ySz « y = 2z. » Seja S arelagdo de Z para Z definida por ySz & y = 2z.

@ A composi¢ao 5 o R € a relagdo de Z para Z definida por @ A composicdo Ro S é a relagdo de Z para Z definida por

SoR dyeZ)x=y+1Ay=2
x( )z o @Qyez)x=y y== X(RoS)ze (AyeZ)x =2y Ay =z+1

@ Ouseja, Xx(Ro8S)z & x =2z + 2.

@ Ouseja, X(SoR)z & x =2z + 1.

@ Observe que (5,2) € So R, porque (5,4) e Re (4,2) € S. @ Observe que (5,2) ¢ Ro S, mas (6,2) e Ro S.

@ Observe também que (6,2) ¢ S o R, porque o Unico elemento @ Podemos observar entdo que So R # Ro S, ou seja, a
relacionado com 6 por R é 5, mas (5,2) ¢ S. . - - . ’

° e (RoS)? composicao de relagdes nao é comutativa.

21/38 22/38

@ Observe que, para quaisquer relagbes R e S, temos

Exercicio: Seja R o conjunto de todos os pares (x, x?) onde x
€ um numero inteiro. Seja S o conjunto de todos os pares
(3y,y) onde y é um nimero natural. Descreva as relagbes
RoSeSoR.

Dom(S o R) € Dom(R)

Img(S o R) € Img(S)
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Notacéao alternativa Composicao com identidade

@ A notacdo S o R para composicao de R com S é muito comum,

especialmente para fungdes. ) '
Observe que, para qualquer relagdo R de um conjunto A para um

@ Em algumas areas da matematica, entretanto, a composicéao de : o ~ L
conjunto B, as composi¢dos I g o R e Ro I, sdo sempre a propria

uma relagdo R com uma relagao S é denotada pela

justaposicao RS. relagao R.
@ Observe que, nesta notagao, a ordem das relagbes € oposta a
da notagéo tradicional.
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Composicédo com a relagao inversa Inversa da composicao

Exemplo: Seja A = {1,2,3} e sejaR = {(1,2),(1,3).(2,3)}, uma
relagéo sobre A. Lembramos que a relagdo inversa R™' é

3 Pode-se verificar que, para quaisquer relagcdes R e S,
{(2,1),(3,1),(3,2)}, e que T4 = {(1,1),(2,2),(3,3)}. Entao:

@ RToR={(1,1),(1.2).(2,2),(2.1)}. (SoR) " =R"'oS™"

@ RoR ' ={(2,2),(2,3),(3,3),(3,2)}.

@ RoR={(1,3)}. Ou seja, a inversa da composicao é a composicao das
@ RToR™ = {(3,1)). inversas, na ordem inversa.

Observamos que neste exemplo R o R~! é diferentede R™' o R, e
ambas sdo diferentes da identidade 1 4.
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Exemplo:

@ Sejam as relagdes
R ={(1,20),(1,30),(2,40), (3,20)}
S = {(20,200), (20, 300), (40, 200)}

@ Observe que

> SoR = {(1,200), (1,300), (2,200), (3, 200), (3,300)}.

» R ={(20,1),(30,1), (40, 2), (20,3)}.

» 81 ={(200, 20), (300, 20), (200, 40)}.

» R 0871 ={(200, 1), (300, 1), (200, 3), (200, 2), (300, 3)}.
> (S o R)™' ={(200,1), (300, 1), (200, 3), (300, 3), (200, 2)}.
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Poténcias de uma relacéo

Seja R uma relagéo. A poténcia R", n=1,2,--- é definida como:

R’ = R
R = RoR

Teorema: Para quaisquer relagbes R e S, e qualquer inteiro n > 1,
seRC SentdoR" C S".

31/38

Composicao e incluséao

Para quaisquer relagdes Ry, Ro, S1,S2,s€ R1 CRoe S1 C Sy,
entdao Ry 0 81 C Ro 0 So.

Tipos de relacdes

Seja R uma relagao sobre um conjunto A.

@ R é reflexiva sobre A se, e somente se, para todo a € A o par
(a,a) estaem R.

@ R é irreflexiva se, e somente se, ela ndo possui nenhum par da
forma (a, a).

@ R é simétrica se, e somente se, (Va,b € A)aRb — bRa. Ou

seja, se um par (a, b) estd em R entéo o par (b, a) também esta
em R.
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@ R é anti-simétrica se, e somente se,
(Va,b € A) (aRb) A (bRa) — a = b. Ou seja, para quaisquer
elementos distintos a e b em A, no maximo um dos pares (a, b)
e (b,a) estaemR.

@ R é transitiva se, e somente se,
(Va,b,c € A) (aRb) A (bRc) — aRc. Ou seja, se dois pares
(a,b) e (b, c) estdo em R entéo o par (a, c) também estd em R.
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@ Observe também que os termos simétrica e anti-simétrica ndo
sao opostos: qualquer relagdo de identidade, por exemplo, é ao
mesmo tempo simétrica e anti-simétrica.

@ Além disso, ha relagbes que ndo sdo nem simétricas nem
anti-simétricas. Por exemplo, a relagéo
R =1{(1,1),(2,1),(1,2)(8,1)} sobre o conjunto A = {1,2, 3}
nédo é simétrica, pois ela tem o par (3, 1) mas ndo tem o par
(1,3); e nem anti-simétrica, pois ela tem os dois pares (2,1) e
(1,2).
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@ Note que dizer que R é reflexiva sobre A equivale a dizer que
TpCR;

@ dizer que R ¢ irreflexiva equivale a dizerque RN 74 = 0.

@ Observe que ha relagdes que ndo sao nem reflexivas e nem
irreflexivas, como por exemplo a relagao
R =1{(1,1),(2,1),(1,2)(3,1)} sobre o conjunto A = {1,2, 3.

@ Porém, se o conjunto A nao é vazio, uma relagdo nao pode ser
ao mesmo tempo reflexiva sobre A e irreflexiva.
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@ Finalmente, observe que uma relagéo pode satisfazer qualquer
uma das propriedades por vacuidade, se ndo existirem
elementos em A que satisfagam as condi¢des no lado esquerdo
do conectivo ‘=’

@ Por exemplo, a relagdo R3 = {(1,2)} é transitiva, porque ndo
existem a, b e c tais que (aRzb) A (bRscC).
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(1,1).(1,2),(2,1),(2.2),

R4

(3.3),(3.4),(4,1), (4, 4)}.
{(1.1),(1,2). (2, 1)}.

@ Sao reflexivas sobre A: Ry, R3 € Rs.

Ro =

@ Sao irreflexivas sobre A: R4 e Rs.

{(1,1).(1,2).(2,1),(2.2),

Rz =

@ Sao0 simétricas: R e Rs.

(3,3),(4.1),(1,4), (4, 4)}.
Ra ={(2.1).(3,1),(3,2),(4,1),(4.2), (4.3)}.

@ Sao anti-simétricas: R4, Rs e Rs.

@ Sao transitivas: R4, Rs e Rs.

((1,1).(1,2),(1,3),(1,4).(2,2),

Rs =

(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)}.

Re ={(3,4)}.
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